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1. Introducción

La necesidad de resolver problemas de optimi-
zación se presenta frecuentemente en cualquier ac-
tividad técnica o científica. El creciente y constante
desarrollo tecnológico ha producido un considerable
aumento en el número y complejidad de este tipo de
problemas, lo que ha motivado el estudio de teorías
matemáticas conducentes a su resolución (un buen
ejemplo es la teoría de subdiferenciación de funcio-
nales convexos).

Esta necesidad de marcos cada vez más genera-
les ha conducido a los problemas de Optimización
Vectorial. Las aplicaciones de la Optimización Vec-
torial son muy diversas y cubren desde las más natu-
rales a la Programación Vectorial y Multiobjetivo (o
multicriterio), a otras muchas en Estadística (teo-
ría de test de hipótesis, soluciones bayesianas, ma-
trices de covarianza minimales), Teoría de Juegos
(juegos cooperativos), Análisis Funcional (teorema
de Hahn-Banach, lema de Bishop-Phelps, principios
variacionales tipo Ekeland) etc. (véase [18]). En los
últimos años se ha empezado a trabajar en proble-
mas de optimización con multifunciones y en el de-
sarrollo de una teoría de optimización de conjuntos.

Esta nota, que sólo pretende ser una breve intro-
ducción a la Optimización Vectorial, se estructura
en tres secciones. En la sección 2 se formulan los
problemas (para el caso de minimales), con especial
atención a los programas vectoriales y multiobjeti-
vo, y se comentan los antecedentes. En la sección
3 se presentan los conceptos de optimalidad y una
muestra de resultados básicos en este campo.

2. Formulación del problema y anteceden-
tes

En un problema de optimización vectorial
(POV) se estudian los elementos minimales de un
subconjunto no vacío E de un espacio vectorial par-
cialmente ordenado Y . Nótese que, en principio, no
se requiere estructura topológica para formular el
problema, de forma que, una línea moderna de in-
vestigación consiste en sustituir los conceptos topo-

lógicos por conceptos algebraicos, por ejemplo, el
interior topológico se sustituye por el interior alge-
braico o core (véase [1] y [18]).

La estructura de preferencia en Y se define por
medio de un cono como sigue. Sea D ⊂ Y un cono
(αD ⊂ D, ∀α ≥ 0), y consideremos la siguiente re-
lación binaria en Y . Dados x, y ∈ Y ,

y ≤ x ⇔ y − x ∈ −D.

Se dice que D es puntiagudo (pointed) si D ∩
(−D) = {0}, que es agudo si clD es puntiagudo
y, en espacios vectoriales topológicos (e.v.t), que es
sólido si intD 6= ∅.

Si D ⊂ Y es un cono convexo y ≤ la relación
binaria definida anteriormente, se verifica que:
(i) ≤ es reflexiva,
(ii) ≤ es transitiva,
(iii) ≤ es compatible con la estructura vectorial de
Y (para todo x, y, z ∈ Y y todo α ∈ R+, se verifica
que x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z y αx ≤ αy),
(iv) si además D es puntiagudo, entonces ≤ es an-
tisimétrica.

En consecuencia, un cono convexo induce en Y

un preorden parcial, compatible con la estructura
vectorial, que nos permitirá definir los conceptos de
optimalidad en optimización vectorial. Nótese que
si D es puntiagudo se tiene un orden parcial, y que
la diferencia esencial con los problemas escalares es
que existen elementos que no son comparables.

Las aplicaciones más naturales de las técnicas
de optimización vectorial se encuentran en la reso-
lución de los programas vectoriales que se formulan
como sigue: Sean X, Y , W y Z espacios vectoriales,
f : X → Y, g : X → W, h : X → Z, M ⊂ X, y
los espacios Y y W dotados de un preorden parcial
definido, respectivamente, por los conos convexos
D ⊂ Y y P ⊂ W . Un programa vectorial (PV) es:

Min {f(x) : x ∈ M},
y se tiene un programa vectorial con restricciones
(PVR) si S = {x ∈ X : g(x) ∈ −P, h(x) = 0},
Q ⊂ X y M = S∩Q. Este programa es multiobjeti-
vo (PMO) si X = Rn, Y = Rp, W = Rm y Z = Rr,
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en cuyo caso se puede trabajar con las funciones
componentes de f , g y h que denotaremos, respec-
tivamente, por fi con i ∈ I = {1, . . . , p}, gj con
j ∈ J = {1, . . . , m} y hk con k ∈ K = {1, . . . , r}. Si
en el PMO se considera el orden de las componen-
tes (D = Rp

+), se tiene el problema multiobjetivo
Pareto y si p = 1 se tiene un programa escalar.

En los últimos años se está empezando a traba-
jar en otra extensión de este tipo de problemas, los
programas vectoriales con multifunciones (la fun-
ción objetivo valora en partes de Y que denotamos
por 2Y ). Sean F : X → 2Y y G : X → 2W .

Programa vectorial con multifunciones:
General (PVM): Min{F (x) : x ∈ M}.
Con restricciones (PVMR): si M = S ∩ Q y

S = {x ∈ X : G(x) ∩ (−P ) 6= ∅}.
En este tipo de problemas con multifunciones

aparece una dificultad añadida al perderse la es-
tructura de espacio vectorial en el espacio objetivo.

Tradicionalmente, en las ciencias, las buenas de-
cisiones se basaban en un único criterio, sin embar-
go, en campos como la política, la economía, los ne-
gocios, las ciencias sociales, la ingeniería o la indus-
tria es habitual considerar múltiples aspiraciones u
objetivos, a veces enfrentados, con lo que se hace ne-
cesario el estudio de técnicas de decisión basadas en
un número finito de objetivos (programación mul-
tiobjetivo) o incluso en un número no finito (pro-
gramación vectorial). El gran interés que ha desper-
tado este campo de trabajo en las últimas décadas
queda reflejado en el trabajo de White [32] que da
una relación de más de 500 trabajos que describen
diferentes aplicaciones en el caso multiobjetivo.

El primer tratado de un problema de optimiza-
ción multiobjetivo fue dado por el economista po-
lítico F.Y. Edgeworth (1845-1926) en su obra Mat-
hematical Psychics (1881). Otro economista, V.F.D.
Pareto (1848-1923), en su obra Manuale di Econo-
mia Política (1896), extendió la teoría y proporcio-
nó condiciones necesarias para lo que hoy denomi-
namos óptimos de Pareto. El concepto de multicri-
terio también fue tratado por otros autores en el
marco de la teoría de juegos, es el caso de varios
trabajos de Borel en los años 20, de Von Neumann
o de la obra clásica de éste último y Morgenstern,
Theory of Games and Economic Behavior (1943).
Sin embargo, el primer tratamiento matemático for-
mal de un problema de programación vectorial en
espacios de dimensión finita se encuentra incluido

en el célebre trabajo sobre programación no lineal
de Kuhn y Tucker [23] de 1951, y el primero en el
caso general de los programas vectoriales fue dado
por otro economista L. Hurwitz en 1958.

El primer resultado sobre condiciones de opti-
malidad, para un programa multiobjetivo Pareto
con restricciones de desigualdad, fue dado por Kuhn
y Tucker ([23], teorema 4) utilizando el lema de Far-
kas. Es obligado indicar que este resultado ya había
sido establecido por Karush, en 1939, en su tesis
doctoral bajo la dirección de Graves. La razón de
su falta de difusión es que, en aquel momento, el
centro de interés era el cálculo de variaciones y no
se podía prever el potencial de aplicaciones que ten-
dría. Sin embargo, el trabajo de Kuhn y Tucker tuvo
un gran impacto ya que se publicó después del de-
sarrollo por Dantzig del algoritmo simplex, lo que
había despertado gran interés por los programas con
restricciones de desigualdad.

A partir del trabajo de Kuhn y Tucker, se ha tra-
tado de extender sus resultados a situaciones más
generales, bien incluyendo otro tipo de restriccio-
nes o espacios más generales, o bien relajando las
condiciones de regularidad o el tipo de óptimo. El
desarrollo, en paralelo, de las diferentes teorías de
diferenciación generalizada, ha permitido tratar, en
las últimas décadas, problemas de programación es-
calar con funciones o condiciones no diferenciables
que, en los últimos años, se han extendido a los pro-
gramas vectoriales.

Formulado el problema, las cuestiones más rele-
vantes son:

1. ¿Bajo qué condiciones podemos asegurar la
existencia de solución? Teoremas de existencia de
minimales.

2. ¿Qué condiciones (necesarias y/o suficientes)
verifican las soluciones? Condiciones de optimali-
dad.

3. ¿Cómo podemos determinar estas soluciones
cuando existan? Métodos y técnicas de búsqueda de
soluciones.

3. Conceptos de optimalidad o eficiencia

En esta sección se introducen los diferentes con-
ceptos de solución minimal o eficiente de un proble-
ma de optimización vectorial y se comentan algunas
propiedades de estas soluciones. Se dan las defini-
ciones para el problema POV ya que luego se trasla-
dan de forma inmediata a los programas vectoriales
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haciendo E = f(M). En los problemas de optimi-
zación vectorial se han ido considerando diferentes
conceptos de optimalidad como son los de elementos
minimales, minimales ideales, propiamente minima-
les, débilmente minimales, estrictamente minimales
o ε-minimales.

Definición 3.1. y0 ∈ E es minimal ideal de E

si y0 ≤ y para todo y ∈ E.
Definición 3.2. y0 ∈ E es eficiente o minimal

de E si no existe y ∈ E, y 6= y0, tal que y ≤ y0. Se
denota y0 ∈ Min(E, D).

Esta definición es equivalente a las siguientes:
(i) no existe y ∈ E, tal que y0 ∈ y + D \ {0}.
(ii) (E − y0) ∩ (−D) = {0}.
En la definición conjuntista (ii) aparece clara-

mente visible que los teoremas de separación de
conjuntos y los teoremas de alternativas serán he-
rramientas básicas para obtener las condiciones de
optimalidad.

Si Y es un e.v.t. y la condición anterior se verifi-
ca en un entorno del punto, se tiene el concepto de
solución minimal o eficiente local, es decir, y0 ∈ E

es minimal local de E, si existe un entorno V de
y0, tal que ((E ∩ V )− y0)∩ (−D) = {0}. Se denota
y0 ∈ Minl(E, D).

Si se sustituye D por su interior (en este caso se
supone D sólido), se tienen los conceptos de eficien-
cia débil.

Definición 3.3. (i) y0 ∈ E es minimal dé-
bil de E si (E − y0) ∩ (−intD) = ∅. Se denota
y0 ∈ Mind(E, D).
(ii) y0 ∈ E es minimal local débil de E si existe un
entorno V de y0, tal que ((E∩V )−y0)∩(−intD) =
∅. Se denota y0 ∈ Minld(E, D).

Nótese que si D no es sólido, todo elemento de
E es minimal débil, con lo que este concepto carece
de interés para conos que no sean sólidos.

Uno de los problemas que presenta la optimiza-
ción vectorial es que, a menudo, el conjunto de solu-
ciones es muy amplio, lo que ha llevado a muchos in-
vestigadores a introducir los diferentes conceptos de
eficiencia propia con objeto de seleccionar algunas
de las soluciones eficientes. La primera noción de efi-
ciencia propia fue introducida por Kuhn y Tucker
[23] y modificada posteriormente por Geoffrion [8].
Otros autores han introducido otros conceptos de
eficiencia propia, tal vez los más consolidados sean
los de Benson [2], Borwein [3] y Henig [14]. Se tra-
ta de eliminar soluciones eficientes con propiedades

no deseables, es decir, de alguna manera depurar el
conjunto de soluciones eficientes, seleccionando só-
lo algunas que presenten mejores propiedades, en
algún sentido a precisar.

Definición 3.4 (Geoffrion [8]). x0 ∈ M es pro-
piamente eficiente del PMO Pareto si es eficiente
y existe k > 0 tal que para todo i ∈ {1, . . . , p} y
todo x ∈ M que verifique que fi(x) < fi(x0), existe
j ∈ {1, . . . , p} tal que

fj(x0) < fj(x), fi(x0)−fi(x)
fj(x)−fj(x0)

≤ k.

Definición 3.5. y0 ∈ E es propiamente eficien-
te en el sentido de

(i) Borwein [3] si
T (E + D, y0) ∩ (−D) = {0}.
(ii) Benson [2] si
clcono(E + D − y0) ∩ (−D) = {0}.
(iii) Henig [14] si
x0 ∈ Min(E, D′) para algún cono convexo D′ tal

que D \ {0} ⊂ intD′.
En la definición de Geoffrion la idea es que, si al

pasar de una solución a otra se gana un poco en un
objetivo a costa de perder mucho en los otros, no
parece adecuado aceptar la segunda solución fren-
te a la primera. El concepto de Geoffrion es válido
para el caso multiobjetivo. En las definiciones de
Borwein y Benson, ya válidas para el caso vectorial,
se sustituye el conjunto a estudio por algún conjun-
to que lo aproxime. Benson utiliza la clausura del
cono generado y Borwein considera el cono tangen-
te (de Bouligand) en espacios normados dado por:
T (E, y0) = {y ∈ Y : ∃tn → 0+, ∃yn ∈ E tales que
ĺım

n→∞
t−1
n (yn − y0) = y}.

Se demuestra que toda solución propia Benson
es propia Borwein y que estos conceptos coinciden
para conjuntos convexos. Henig considera un cono
convexo que contenga a D \{0} en su interior. Para
un estudio detallado de estos conceptos puede verse,
por ejemplo, [30] y [7].

Si denotamos por Minp(E, D) las soluciones
propias, en cualquier sentido, se tiene que:

Minp(E, D) ⊂ Min(E, D) ⊂ Mind(E, D).
Un concepto muy utilizado en optimización es-

calar es el de mínimo estricto de orden k (véase
Hestenes [17]) que ha sido extendido por Jiménez
[19] a los programas multiobjetivo y vectoriales. En
este caso, este concepto, adquiere un especial interés
ya que se puede considerar como un nuevo concep-
to de eficiencia propia. En Jiménez, Novo [20, 21],
se desarrolla una teoría de minimales estrictos de
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orden k para programas vectoriales.
Definición 3.6 (Jiménez [19]). Sea k ≥ 1 un

número entero. x0 ∈ M es un minimal local (resp.
global) estricto de orden k del problema PV en es-
pacios normados, si existen una constante α > 0 y
un entorno U de x0 (resp. U = X) tales que, para
todo x ∈ M ∩ U \ {x0}:

(f(x) + D) ∩B(f(x0), α‖x− x0‖k) = ∅.
En la actualidad está ampliamente reconocido

que el concepto de ε-eficiencia o solución aproxima-
da ocupa un papel importante, tanto en el desa-
rrollo teórico de la optimización vectorial como en
sus aplicaciones. En los problemas de optimización
escalar las soluciones ε-óptimas tienen un significa-
do claro, ya que se trata de puntos x0 ∈ M que
verifican la siguiente condición (ε ≥ 0)

infx∈M{f(x)} ≤ f(x0) ≤ infx∈M{f(x)}+ ε.

En optimización vectorial, la noción de solución
aproximada o ε-eficiente se ha definido de diferen-
tes formas que no son equivalentes. Sean ε ∈ R+,
q ∈ D\{0} y ϕ : Y → R estrictamente creciente
(y1, y2 ∈ Y , y1 − y2 ∈ −D\{0} ⇒ ϕ(y1) < ϕ(y2)).

Definición 3.7. Se considera el problema PV.
(i) (Kutateladze [25]). x0 ∈ M es una solución

ε-eficiente si (f(M)−(f(x0)−εq))∩(−D\{0}) = ∅.
(ii) (Tanaka [31]). Consideremos que Y es un

espacio normado y denotemos por B la bola abierta
unidad en Y . x0 ∈ M es una solución ε-eficiente si
(f(M)− f(x0)) ∩ (−D) ⊂ εB.

(iii) (Dentcheva y Helbig [6]). x0 ∈ M es una so-
lución ε-eficiente si x ∈ M, f(x) − f(x0) ∈ −D ⇒
ϕ(f(x0)) ≤ ϕ(f(x) + εq).

En Gutiérrez et al. [11, 12] se introduce una
noción que unifica los diferentes conceptos de so-
lución aproximada en optimización vectorial.

El tratamiento de los problemas de optimización
vectorial con multifunciones se ha abordado por me-
dio de dos criterios, el criterio vectorial que consiste
en reducir el problema a uno de optimización vec-
torial, y el criterio conjuntista que parece el más
natural y consiste en utilizar ordenes conjuntistas
en el conjunto de partes de Y .

Criterio vectorial: Se estudian los puntos eficien-
tes del conjunto F (M) = ∪x∈MF (x) con respecto
al preorden parcial definido en Y .

Criterio conjuntista: Se estudian los conjuntos
eficientes de la familia {F (x) : x ∈ M} con respecto
a un preorden parcial ¹, definido entre subconjun-
tos no vacíos de Y , es decir, se utilizan preordenes

en el conjunto de partes de Y . Por ejemplo, dados
A,B ⊂ Y no vacíos A ¹ B ⇔ B ⊂ A + D (véase,
por ejemplo, [24] y [16]).

Por último y una vez definidos los conceptos de
optimalidad, aunque sea de forma incompleta, se
presenta una muestra de resultados básicos referidos
a las tres líneas de trabajo indicadas anteriormen-
te: Condiciones de existencia o teoremas de Weiers-
trass vectoriales (teoremas 3.8 y 3.9), condiciones
de optimalidad (teorema 3.10) y a una de las téc-
nicas usuales de búsqueda de soluciones como es la
técnica de escalarización (teorema 3.11).

Sean Y un espacio vectorial topológico separado
y E ⊂ Y . Dado y0 ∈ E, llamaremos sección de E

en y0 al conjunto Ey0 = {y ∈ E : y0 − y ∈ D}.
Teorema 3.8 (Borwein [4]). Sea D un cono con-

vexo y cerrado. Si existe y0 ∈ E tal que Ey0 es no
vacía y compacta, entonces Min(E, D) es no vacío.

E es D-semicompacto si cualquier recubrimien-
to de E de la forma {(yα − clD)c : α ∈ I, yα ∈ E}
admite un subrecubrimiento finito.

Teorema 3.9 (Corley [5]). Si D es agudo y E es
D-semicompacto, entonces Min(E, D) es no vacío.

Naturalmente que en el caso de los programas
vectoriales se han de imponer condiciones al con-
junto factible y a la función objetivo. Un estudio
bastante completo sobre condiciones de existencia
de minimales puede verse en [26] y [10].

Como muestra de las condiciones de optimali-
dad, se enuncia una regla de multiplicadores pa-
ra un programa multiobjetivo con restricciones de
igualdad y de desigualdad y funciones de clase C1.

Teorema 3.10. Si x0 ∈ M es un mínimo local
débil de PMOR Pareto, entonces existen (λ, µ, ν) ∈
Rp × Rm × Rr tales que
(λ, µ) ≥ 0,

µjgj(x0) = 0 j = 1, . . . , m,
p∑

i=1

λi∇fi(x0)+
m∑

j=1

µj∇gj(x0)+
r∑

k=1

νk∇hk(x0) = 0.

Si (λ, µ, ν) 6= 0 la regla es de tipo Fritz John, si
λ 6= 0 es de tipo Kuhn-Tucker y si λ > 0 es de ti-
po Kuhn-Tucker fuerte. En 1788, Lagrange obtuvo
la primera regla de multiplicadores sólo con restric-
ciones de igualdad para el caso escalar, y casi 200
años después, en 1967, Mangasarian y Fromovitz
[28] establecen reglas de multiplicadores, tanto de
tipo Fritz John como de tipo Kuhn-Tucker, para el
problema multiobjetivo con ambos tipos de restric-
ciones. En los últimos años estas reglas de multi-
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plicadores se han extendido al caso vectorial y con
condiciones de diferenciabilidad más débiles. Otro
tema de gran interés, en este campo, es el estudio
de las cualificaciones de restricciones o condiciones
de regularidad que se han de imponer para obtener
reglas de tipo Kuhn-Tucker (véase, por ejemplo, [27]
y [9]).

En relación con las técnicas de resolución de los
programas vectoriales, sin duda la técnica de escala-
rización ocupa el lugar central. Esta técnica consiste
en estudiar los elementos minimales del PV por me-
dio de una familia de problemas escalares asociados
a PV como sigue. Dado un PV y ϕ : Y → R, al
variar ϕ se tiene la familia de programas escalares

Min{(ϕ ◦ f)(x) : x ∈ M}.
El problema está en analizar el tipo de funcio-

nales de escalarización ϕ que nos permitan asegurar
que una solución del programa escalar es solución
(de algún tipo) del PV, y viceversa. Un resultado
clásico en el caso multiobjetivo es el siguiente.

Teorema 3.11. Consideremos el PMO Pareto
y asociado a éste la familia de problemas escalares

Min {∑p
i=1 αifi(x) : x ∈ M}

Cada solución de este programa escalar, con
α1, . . . , αp > 0, es propiamente minimal Geoffrion
del PMO.

En general, en el caso de los programas vectoria-
les, se ha empezado trabajando con escalarizaciones
definidas por elementos del polar positivo del cono
de orden, pero también se está trabajando con es-
calarizaciones no lineales y no convexas dadas por
otro tipo de funcionales, como pueden ser los fun-
cionales de tipo max o algunas generalizaciones del
funcional de Minkowski que han de verificar algu-
na propiedad de monotonía generalizada (véase, por
ejemplo, [13], [16]).

4. Conclusiones

En esta nota se presenta una breve introducción
a la Optimización Vectorial, campo en fuerte desa-
rrollo en la actualidad, debido al interés teórico del
problema y sobre todo a su gran potencial de apli-
caciones. En este momento se sigue trabajando en el
estudio de condiciones de optimalidad para proble-
mas de optimización vectorial, tanto diferenciables
como no diferenciables, utilizando derivadas genera-
lizadas o conjuntos aproximadores [22] y, a menudo,
con algún tipo de convexidad generalizada [1], y se
ha iniciado el estudio de las nociones de solución de

un programa vectorial con multifunciones [15] y de
los problemas de optimización de conjuntos [24].
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