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Introduccion

Consideremos muy brevemente las siguientes
situaciones:

1. Un viajante tiene que visitar una serie de
ciudades y luego volver a su ciudad de
origen. ;Cual es la ruta que debe seguir el
viajante de modo que la distancia total
recorrida sea minima?

2. Un taladro laser tiene que realizar n
perforaciones en un tablero. Si se conocen las
coordenadas de los puntos a perforar, ;cual
debe ser el recorrido que debe realizar el
taladro por los n puntos del tablero para
minimizar la distancia total recorrida?

3. Un cartero tiene que pasar por
determinadas calles de su ciudad para repartir
el correo y luego volver a su oficina. Disenar
la ruta que debe seguir el cartero de modo
que la distancia total recorrida sea minima.

4. De una plancha hay que cortar ciertas
figuras cuya posicion en el tablero esta ya
determinada. ;Cual debe ser el recorrido que
debe hacer el instrumento cortante para cortar
todas las piezas de forma que la longitud total
recorrida sea minima?

Hay una gran cantidad de problemas del
mundo real que pueden ser formulados en
términos parecidos. Pensemos que la mayor
parte de organismos publicos y empresas
privadas tienen que plantearse problemas
relacionados con el reparto del correo, la
recogida de basuras, limpieza, inspecciéon o
mantenimiento de calles, carreteras, o redes
eléctricas, distribucion de todo tipo de
productos, visitas a clientes, transporte de
personal, etc.

Todos estos problemas reales pueden ser
modelizados mediante un grafo. Recordemos
que un grafo es un par G= (V, E), donde V es
un conjunto de vértices y £ es un conjunto de
pares (i,j) de vértices de V que llamaremos
enlaces y que pueden ser aristas (si pueden
ser recorridas en ambos sentidos) o arcos (si
solo pueden ser recorridos en un determinado
sentido). En los ejemplos anteriores, cada
ciudad a visitar o cada punto a perforar se
representarian por un vértice y cada calle,
cada linea a cortar, en general cada trayecto
entre dos vértices distintos, se representa por
un arco O por una arista, con un valor
asociado que corresponda a su coste o
longitud. Asi, un grafo puede modelizar de
modo comodo y preciso cualquier red “real”:
redes de calles, de carreteras, de lineas
férreas, de lineas eléctricas, informaticas, etc.

Al mismo tiempo, todos los problemas
anteriores  pueden  formularse = como
Problemas de Rutas. Basicamente, estos
problemas consisten en el disefio de rutas, o
tours, sobre los vértices o los enlaces de un
grafo que cumplan una serie de condiciones y
que tengan un coste total minimo. Si
consideramos solucion posible del problema
a cualquier tour que cumpla todas las
condiciones y solucion optima a aquella
solucion posible que tenga coste minimo, los
Problemas de Rutas pueden considerarse
también como Problemas de Optimizacion
Combinatoria, puesto que el numero de
soluciones posibles de estos problemas es
finito (o numerable).

El objetivo ante tales problemas es disefar
algoritmos de resolucion que, a partir de los
datos numéricos de un ejemplo concreto (que
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llamamos instancia), produzca la solucion
optima. Puesto que estamos interesados en
resolver situaciones reales y éstas se
modelizan con grafos con muchos vértices y
enlaces, el numero de soluciones posibles es
tan grande que la evaluacion de todas ellas es
inviable. Asi pues necesitamos algoritmos
eficientes.

En Teoria de la Complejidad Algoritmica
se acepta que los algoritmos polindmicos
(aquellos en los que el numero maximo de
operaciones basicas a realizar depende
polinémicamente del tamafio de la instancia)
son eficientes, pues su tiempo de ejecucion
crece de un modo “razonable” a medida que
crece el tamafio de la instancia. De este modo
podemos decir que un problema es “facil” si
puede ser resuelto mediante un algoritmo
polindémico y que es “dificil” en otro caso.
Para la mayor parte de los Problemas de
Rutas (y de Optimizacion Combinatoria en
general), no so6lo no se conoce ningun
algoritmo que sea polindmico sino que, si la
conjetura “P£NP” es cierta, tales algoritmos
no existen. Estos problemas se conocen como
NP-dificiles.

Aunque no sean polinémicos, es importante
el desarrollo de algoritmos exactos para
problemas NP-dificiles. Notese que el estudio
de la complejidad algoritmica se hace sobre
el comportamiento en el peor caso. Es decir,
para un problema NP-dificil lo que crece
exponencialmente con el tamafio de las
instancias es el numero mdximo de
operaciones  necesarias  para  resolver
cualquier instancia de ese tamafio. Pero
ocurre que algunas instancias concretas de
gran tamafio si se resuelven en un tiempo
razonable. Ademads, resuelven todas las
instancias de hasta un cierto tamafio que cada
vez es mas grande, sobre todo desde los afios
80 en los que la llamada Combinatoria
Poliédrica ha adquirido un gran auge en el
disefio de algoritmos de resolucion de
Problemas de Optimizacion Combinatoria.
Estos algoritmos se basan en el estudio del
poliedro definido por la envoltura lineal
convexa del conjunto de soluciones posibles
y seran presentados con mayor detalle a
continuacion.

Combinatoria Poliédrica

Sea E un conjunto finito con un coste c,
asociado a cada elemento ecE (en los
Problemas de Rutas, £ es el conjunto de
enlaces del grafo, que tienen asociado un
coste o longitud) y sea un conjunto F (finito o
infinito numerable) de familias de elementos
de E, llamadas soluciones posibles (en los
Problemas de Rutas son los tours sobre los
enlaces del grafo, que pueden ser
considerados como una familia de enlaces).
El Problema de Optimizacion Combinatoria
(abreviadamente  P.O.C.) consiste en
encontrar la solucion posible de F de coste
minimo.

Para cada solucion posible F' de F' definimos
su vector de incidencia x* = (x*,, ecE} e Z*|,
donde x*, denota el niimero de veces que e
aparece en F. Asi, definimos el conjunto
convexo Pp= conv {x: FeF }.

Para la mayoria de los P.O.C. se puede
demostrar que Pr es un poliedro. Claramente,
cada solucion posible FeF corresponde a un
punto de Pr y cada vértice de P corresponde
a una solucion posible en F. Por lo tanto,
podemos resolver el P.O.C. original
resolviendo el problema de Programacion
Lineal (PL) siguiente:

Min cx

XEPF

Sabemos que un poliedro P puede describirse
por un sistema de desigualdades lineales, de
forma que cada desigualdad induce una
faceta de P (una faceta del poliedro P es una
cara propia no vacia de P que sea maximal
respecto a la inclusion de conjuntos y se
corresponde con la idea coloquial de cara de
un poliedro). Para poder abordar el problema
anterior con las técnicas de la Programacion
Lineal, necesitamos conocer el sistema lineal
que describe el poliedro Pg. Asi, el primer
ingrediente de estas técnicas es la descripcion
de las desigualdades concretas que inducen
faceta del poliedro asociado al problema que
queremos resolver.

Una vez hecho ese estudio tedrico del
poliedro, aparecen tres inconvenientes
importantes. El primero es que el nimero de
desigualdades que lo describen crece
exponencialmente con el tamafio de la



ARTICULOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

instancia. Asi, generar y almacenar todas las
desigualdades del PL anterior es tan
ineficiente como la enumeracion exhaustiva
de todas las soluciones posibles del P.O.C.
Una alternativa es comenzar con un
subconjunto pequefio de tales desigualdades e
ir afadiendo otras a medida que las
necesitamos. De este modo, en lugar de
generar la descripcion completa del poliedro,
solo se genera un nuUmero limitado de
desigualdades de una zona del poliedro
“cercana” al optimo. Esta es basicamente la
idea detras de los algoritmos de planos de
corte:

Algoritmo de Planos de Corte

1. Sea PL, una relajacion lineal inicial del
P.O.C. Hacer k=0.

2. Resolver PL,. Sea x* una solucion 6ptima
de PLk

3. Resolver el problema de identificacion de
facetas para x* y Py.

3.1 Si se encuentran desigualdades
violadas por xk, definir PL,.; como PL;
mas estas desigualdades. Hacer k:=k+1 e ir
al paso 2.

32 Si no se encuentra ninguna
desigualdad violada, parar.

El nucleo de este proceso es el paso 3, en el
que se resuelve el siguiente problema:

Problema de Identificacion de Facetas:
dado un punto x* y un poliedro Pg, encontrar
una desigualdad lineal f x < f; que defina una
faceta de Pr que sea violada por x*, o bien
demostrar que tal desigualdad no existe (pues
x*ePg).

El método anterior termina en 3.2 en una
solucion optima del P.O.C. siempre que
conozcamos todas las desigualdades que
inducen faceta del poliedro. Esto nos lleva al
segundo inconveniente: si la conjetura
“P#NP” es cierta, no se puede obtener un
conocimiento completo del sistema lineal que
represente el poliedro Pr asociado a un
problema NP-dificil.

Sin embargo, un conocimiento parcial pero
suficientemente amplio de dicho sistema
lineal es muy util. En primer lugar, en
algunas instancias dicha descripcion parcial

si puede ser suficiente para obtener una
solucién optima en el paso 3.2. Por otro lado,
si terminamos en 3.2 sin tener una solucion
optima podemos acudir a un Branch and
Bound pero con mayor probabilidad de
alcanzar el Optimo, ya que tenemos una
relajacion lineal mucho mas ajustada. Y en
cualquier caso, aunque no alcancemos la
solucion optima, siempre obtendremos una
cota inferior al coste 6ptimo del P.O.C. muy
util para valorar la bondad de las soluciones
obtenidas mediante algoritmos heuristicos.

El tercer inconveniente proviene de que si un
P.O.C. es NP-dificil, el Problema de
Identificacion de Facetas asociado a éste es
también NP-dificil. De hecho, puede
demostrarse que:

Teorema: El P.O.C Min {cx: xe Pg! puede
ser resuelto por un algoritmo polinomico
para cualquier vector entero c si, y solo si, el
Problema de Identificacion de Facetas puede
resolverse por un algoritmo polindmico para
cualquier vector racional x*.

Asi, la destreza en detectar desigualdades
violadas por la solucion x* del PLy actual es
lo que determina la eficiencia del algoritmo
de planos de corte. En la practica, las
desigualdades conocidas que definen faceta
se dividen en diferentes familias y se aborda
el problema de identificacion de facetas para
cada una de estas familias con algoritmos
especificos. Es decir, el paso 3 en el esquema
del algoritmo de planos de corte esta
constituido por un conjunto de diferentes
subrutinas que son ejecutadas cuando es
necesario. Para una familia dada de
desigualdades, un algoritmo de separacion
exacto es una rutina que toma la solucion x* y
encuentra una o mas desigualdades violadas
de esa familia (si existe alguna). Un
algoritmo de separacion heuristico es similar
excepto que puede fallar en la deteccion de
una desigualdad violada de esa familia. Para
agilizar el paso 3 es frecuente disefiar uno o
varios heuristicos rapidos para cada familia
de desigualdades, y sélo se intenta el
algoritmo exacto de separacion (si esta
disponible) cuando los heuristicos fallan.

Esta aproximacion ha llevado a resultados
importantes en un gran nimero de Problemas
de Optimizacion Combinatoria. Como
ejemplo quisiéramos destacar que los
resultados obtenidos en el TSP y el CVRP
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son impresionantes. También en otros
problemas no tan conocidos, pero tan
dificiles o mas que los mencionados y que se
han resistido durante décadas a los esfuerzos
de los investigadores.

Una clasificacion de los Problemas de
Rutas

Consideremos de nuevo los problemas del
viajante y del cartero expuestos en la
Introduccion. Noétese que mientras que en el
primero la demanda de servicio tiene lugar en
los vértices del grafo (ciudades), en el
segundo la demanda tiene lugar en los
enlaces (calles). Esta diferencia en Ia
localizacion de la demanda proporciona el
principal criterio para la clasificacion de los
Problemas de Rutas: Problemas de Rutas por
Vértices y Problemas de Rutas por Arcos
(Enlaces).

Frecuentemente, las zonas de demanda son
tan grandes que no pueden ser atendidas por
un solo vehiculo. En estos casos, se dispone

de una flota de vehiculos y el problema que
se plantea es disefiar una ruta para cada
vehiculo, de modo que se satisfaga la
demanda global. De este modo, también se
pueden clasificar los problemas de rutas
seglin que sean una o varias las rutas a
disefiar.

Otro criterio de clasificacion de los
problemas de rutas se basa en las
caracteristicas del grafo sobre el que estan
definidos, es decir, seglin que el grafo sea no
dirigido (todos sus enlaces son aristas, que
pueden recorrerse en ambos sentidos),
dirigido (todos sus enlaces son arcos, que
solo pueden recorrerse en un sentido), mixto
(con aristas y arcos simultaneamente) o un
grafo “windy” (un grafo no dirigido en el que
el coste de atravesar una arista (i,j) desde i a j
puede ser diferente al de atravesarla de j a i).

A modo de resumen, la tabla siguiente
presenta una clasificacion de los Problemas
de Rutas basicos, donde cada problema puede
ser considerado sobre un grafo no dirigido,
dirigido, mixto o windy.

Demandas en los vértices

Demandas en los enlaces

TSP CPP

1 vehiculo Problema del Viajante Problema del Cartero Chino
GTSP RPP

Problema del Viajante Grafico Problema del Cartero Rural

GRP Problema General de Rutas
CVRP CARP
k vehiculos | Problema de Rutas de Vehiculos | Problema de Rutas por Arcos con
con Capacidades Capacidades

El Problema del Viajante (Traveling
Salesman Problem, TSP) es sin duda el
problema de rutas de vehiculos que mas ha
sido estudiado en la literatura cientifica. El
planteamiento clasico de este problema
consiste en construir un grafo completo con
un vértice representando a cada una de las
ciudades y una arista (7,j) entre cada par de
vértices 7, j con un coste asociado igual a la
distancia entre las respectivas ciudades:

Dado un grafo completo G = (V,E) con
costes no negativos c, , eckE, encontrar el

tour de coste minimo que pase exactamente
una vez por cada vértice del grafo.

El Problema del Viajante Grifico
(Graphical Traveling Salesman Problem,
GTSP) es una variante del TSP introducida
por Fleischmann (1985) y Cornugjols,
Fonlupt y Naddef (1985) en la que el grafo
no tiene por qué ser completo y la ruta debe
pasar al menos una vez (no necesariamente
solo una vez) por cada vértice:

Dado un grafo G = (V,E) con costes no
negativos c,., e ek, encontrar un tour en G de
coste minimo que pase por cada vértice veV
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al menos una vez.

Las ventajas de esta formulacion frente a la
del TSP son que el poliedro de soluciones es
de dimension completa y que son necesarias
menos variables, pues se trabaja directamente
sobre el grafo que modeliza la red viaria, que
dista mucho de ser un grafo completo. Si el
grafo es dirigido, tenemos el Graphical
Asymmetric Traveling Salesman Problem
(GATSP, Chopra y Rinaldi 1996). Si el grafo
es mixto o windy, el problema es equivalente
al GATSP.

En cuanto a los Problemas de Rutas por
Arcos, tenemos el Problema del Cartero
Chino (Chinese Postman Problem, CPP),
planteado por el matematico chino Meigu
Guan (1962):

Dado un grafo G = (V,E) con costes no
negativos c., e eE, encontrar un tour de coste
minimo que recorra cada enlace eceE al
menos una vez.

Este problema es resoluble polindmicamente
en un grafo no dirigido. También lo es en el
caso dirigido y se les puede considerar, por lo
tanto, problemas resueltos. En cambio, el
CPP sobre un grafo mixto es un problema
NP-dificil. También lo es la version windy, el
llamado Problema del Cartero con Viento
(Windy Postman Problem, WPP),
introducido por Minieka (1979).

El Problema del Cartero Rural (Rural
Postman  Problem,  RPP) es  una
generalizacion del problema anterior en el
sentido de que aqui no es necesario pasar por
todos los enlaces del grafo sino solamente
por un subconjunto de ellos que llamamos
enlaces requeridos:

Dado un grafo G = (V,E) con costes no
negativos ¢, e€E y dado Ep < E un
subconjunto no vacio de enlaces de G que
llamaremos requeridos, encontrar un tour en
G que recorra cada enlace de Er al menos
una vez y que tenga coste minimo.

Propuesto por Orloff (1974), el RPP es NP-
dificil tanto sobre un grafo no dirigido como
dirigido (DRPP), mixto (MRPP) o windy
(WRPP).

El Problema General de Rutas (General
Routing Problem, GRP) fue también definido
por primera vez por Orloff (1974) y es el
caso mas general de problemas de rutas con

un Unico vehiculo, pues la demanda se puede
encontrar tanto en las aristas como en los
vértices del grafo:

Dado un grafo G = (V,E) con costes no
negativos c., e€kE, dados un subconjunto de
enlaces requeridos Er < E y un subconjunto
de vertices requeridos Vi <V, encontrar un
tour en G de coste minimo que recorra cada
enlace requerido y cada vértice requerido al
mMenos una vez.

Este problema es una generalizacion de los
anteriores pues, como casos particulares, si
Er=FE resulta el CPP, si V=& tenemos el
RPP y si Ex= Iy Vg=V el GTSP. Por lo
tanto, el GRP es también un problema NP-
dificil, asi como sus versiones dirigida
(DGRP), mixta (MGRP) y windy (WGRP).

Obviamente, el WGRP generaliza al GRP (si
¢y = ¢ji), pero también al DGRP, ya que cada
arco (i,j) con coste ¢ puede ser modelizado
con una arista con costes ¢; = cy ¢; = 0,y
por lo tanto también al MGRP. Asi, el
WGRP generaliza a todos los Problemas de
Rutas por Arcos con un solo vehiculo
definidos sobre cualquier tipo de grafo y
también a algunos de Rutas por Vértices.

Respecto de los problemas con varios
vehiculos, tenemos el Problema de Rutas
por Arcos con Capacidades (Capacitated
Arc Routing Problem, CARP), introducido
por Golden y Wong (1981), en el que cada
enlace (i,j), ademas de wun coste que
representa su longitud o el tiempo de ser
atravesada, tiene asociada una demanda q; no
negativa. Se dispone de una flota de
vehiculos de capacidad W con base en un
determinado vértice (deposito). El objetivo es
disefiar una ruta para cada vehiculo de modo
que, conjuntamente, pasen por cada enlace
(i,j) con g; >0, que la suma de las demandas
atendidas por cada vehiculo no exceda su
capacidad W'y que la suma de los costes de
todas las rutas sea minima.

El Problema de Rutas de Vehiculos con
Capacidades (Capacitated Vehicle Routing
Problem, CVRP), es similar al CARP
excepto que ahora es cada vértice (cliente) i
quien tiene asignado una demanda g¢; no
negativa. Tiene como caso particular al TSP
y es un problema tremendamente dificil pero
con un gran numero de aplicaciones
practicas.
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En todos los problemas anteriores, pueden
exigirse otras condiciones adicionales.
Algunas de ellas, como ciertas relaciones de
precedencia entre servicios, pueden estar
determinadas por la propia naturaleza de los
servicios a realizar o por simple preferencia
de los clientes. También mas restrictivos son
los problemas con “time windows”, o
ventanas de tiempo, en los que cada servicio
debe ser realizado entre unos determinados
margenes temporales. A veces, determinados
movimientos del vehiculo en el grafo estan
penalizados o prohibidos, como ocurre a
menudo en algunos giros de unas calles a
otras adyacentes que estan prohibidos por las
reglas del trafico urbano.

Nuestro trabajo

Fue Nicos Christofides quien nos introdujo,
hacia 1980, en el apasionante mundo de los
Problemas de Rutas de Vehiculos,
concretamente en los de Rutas por Arcos.
Desde entonces la mayor parte de nuestra
investigacion se ha centrado en el estudio y
resolucion de estos problemas y, entre otras
herramientas, hemos utilizado la
Combinatoria Poliédrica. Como se ha visto,
esto supone el estudio de los poliedros
asociados a esos problemas, el disefio de
algoritmos  heuristicos y exactos de
separacion y su inclusion en procedimientos
de resolucion basados en el método de
relajacion para los P.O.C. descrito
anteriormente.  Creemos que  hemos
conseguido algunos resultados interesantes
concernientes a la descripcion de los
poliedros asociados con el CVRP (por lo que
respecta a los Problemas de Rutas por
Vértices) y con varios Problemas de Rutas
por Arcos. Concretamente con el CPP, el
RPP y el GRP definidos sobre grafos no
dirigidos, dirigidos, mixtos y windy.
También hemos intentado contribuir a la
resolucion aproximada y exacta de estos
problemas. Los resultados obtenidos han sido
bastante buenos y, ademas de su valor por si
mismos, han confirmado la validez de la
Combinatoria Poliédrica como 4area de
trabajo y estrategia de resolucion. Creemos
que no es éste lugar para detalles, por eso no
los habra hallado el lector. Aquél que desee
una mayor informaciéon quizds encuentre
interesantes los trabajos de Benavent,
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Corberan y Sanchis (2000) y Corberan, Plana
y Sanchis (2005).
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