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2. ARTICULOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

UNA INTRODUCCION AL ANALISIS ENVOLVENTE DE DATOS

Resumen

Desde DEA (Data
Envelopment Analysis) ha servido como herramien-
ta en la evaluacion de la eficiencia de entidades de

su  nacimiento, el

muy diversa naturaleza. Las medidas de eficiencia
que proporciona dicho método constituyen una ge-
neralizacion del clasico ratio output/input que ha
venido siendo utilizado como medida de eficiencia
en campos como la Economia o la Ingenieria.
Adicionalmente, el DEA ha supuesto un enfoque
alternativo, desde la perspectiva de la programa-
cion matematica, para algunos problemas clasicos
como el de la estimacién de fronteras de produc-
ci6n, habitualmente analizado a través de métodos
estadistico-econométricos.

1. Introduccidén y breve resena histérica

El DEA es una importante y altamente fruc-
tifera técnica de Investigacion Operativa centrada
en la medicion y analisis de la eficiencia con que
se producen bienes y se proporcionan servicios. La
naturaleza de las actividades de produccion suscep-
tibles de estudio mediante esta técnica varfa am-
pliamente: desde las industrias manufactureras de
todo tipo a entidades sin &nimo de lucro dedica-
das a proporcionar diversos servicios tanto piblicos
como privados. En este contexto, al agente objetivo
de la mediciéon de la eficiencia se le suele denominar
DMU (Decision Making Unit), con el proposito de
enfatizar su grado de independencia a la hora de
modificar sus niveles de insumo y produccion.

La historia del DEA comenz6 con la tesis de
Edwardo Rhodes, en la Carnegie Mellon University
en Pittsburgh, dirigida por W. W. Cooper. Rhodes
trabajaba en la evaluacion de programas educacio-
nales para estudiantes desaventajados que se apli-
caban en escuelas publicas de los Estados Unidos
subvencionadas por el Gobierno Federal. En parti-
cular, se centraron en el programa conocido como
Follow Through. Este proyecto del Departamento de
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Educaciéon de los Estados Unidos pretendia aplicar
los principios estadisticos del diseno de experimen-
tos para realizar un estudio a nivel nacional sobre el
comportamiento de un conjunto de escuelas. La ba-
se de datos utilizada era lo suficientemente grande
como para que problemas que se presentan con cier-
ta frecuencia, tales como los grados de libertad, no
representaran un serio inconveniente en el anélisis,
a pesar del elevado nimero de variables (inputs y
outputs) involucradas. Sin embargo, la aplicacion de
las técnicas clasicas de caréacter estadistico o econo-
métrico condujeron a resultados poco satisfactorios
mientras que, en contraposicion, el DEA se revelo
como una herramienta de enorme potencial. La par-
te mas substancial del conjunto de fundamentos teo-
ricos en los que se sustento la tesis de Rhodes vieron
la luz en un famoso articulo publicado en 1978 por
Abraham Charnes, William W. Cooper y Edwardo
Rhodes con el titulo de “Measuring the efficiency
of decision making units” en Furopean Journal of
Operational Research.

Anteriormente al trabajo de Charnes, Cooper y
Rhodes, fue Farrell con su articulo “ The Measure-
ment of Productive Efficiency” (publicado en 1957
por la revista Journal of the Royal Statistical So-
ciety), el autor mas influyente en temas relaciona-
dos con la medicion de la eficiencia y la productivi-
dad. Farrell propuso una medida de la eficiencia de
una empresa dividida en dos componentes: eficien-
cia técnica y eficiencia de asignacion. Estas se com-
binan en una medida unica de eficiencia global: la
denominada eficiencia econémica. No obstante, pa-
ra ser capaces de calcular una medida de eficiencia
es necesario conocer previamente la forma explicita
de la funcién de produccion. Dado que, en la prac-
tica, la frontera de producciéon nunca es conocida,
Farrell sugiri6 que esta funcion podria ser estimada
a partir de una muestra de datos usando, alterna-
tivamente, una tecnologia no paramétrica lineal a
trozos, o bien, una funciéon de produccién paramé-



ARTICULOS DE INVESTIGACION OPERATIVA

trica. Estas ideas condujeron, décadas més tarde, a
dos metodologias claramente diferenciadas: el DEA
y las fronteras estocésticas, respectivamente. Mien-
tras que el DEA utiliza herramientas de la progra-
macion matematica, la aproximaciéon a la medicion
de la eficiencia a través de fronteras estocasticas re-
curre a técnicas de caracter puramente estadistico-
econométrico.

Cabe destacar, desde un punto vista histérico a
la par que cientifico, otros esfuerzos fundacionales
en la investigacion y la medicién de la eficiencia. En
particular, nos estamos refiriendo a los trabajos de
Koopmans [11] y Debreu [9]. Koopmans adapté al-
gunas ideas generales del economista Vilfredo Pare-
to para definir lo que se entenderia por un vector de
inputs y outputs técnicamente eficiente (no domina-
do). Mientras que Koopmans ofrecié una definicion
y caracterizacion de la eficiencia técnica, fue Debreu
el primero que propuso una medida del grado de és-
ta con su “coeficiente de utilizacion de recursos”. A
partir de él, Debreu obtuvo medidas de la magnitud
y el coste de la ineficiencia técnica, aunque s6lo en
su version mas débil.

En cuanto a las aplicaciones del DEA, cabe se-
nalar la extensa variedad de campos en los que ha
sido utilizado con contrastado éxito. Inicialmente,
las aplicaciones se desarrollaron en ambitos relacio-
nados con la educaciéon. Pero desde entonces, han
sido muchos los sectores en los que el DEA ha de-
mostrado satisfactoriamente su aplicabilidad. Asi,
nos gustaria destacar las aplicaciones que se han
desarrollado en el entorno sanitario (gestion de hos-
pitales o farmacias), en el mundo financiero (estudio
de entidades bancarias) e incluso en los andlisis de
economfias municipales, estatales o nacionales. Pero
éstas representan exclusivamente una exigua selec-
cion de las maultiples areas en las que el DEA se
ha aplicado con éxito. En [16] podemos encontrar
una extensa relacion de trabajos relacionados con
las distintas aplicaciones del DEA.

Huelga decir que el enfoque dado a este articulo
refleja, en todo momento, los propios conocimientos
e intereses del autor. En particular, la revisiéon que
aqui se realiza tiene como objetivo dar a conocer la
existencia de una herramienta cuya aplicacién per-
mite extraer inferencias relacionadas con la manera
de operar de un conjunto de productores, entendi-
do siempre este concepto en su sentido méas amplio:
una entidad que mediante ciertos inputs produce

unos outputs.
2. Los modelos DEA maéas sencillos

El DEA ha supuesto un enfoque alternativo a los
planteamientos paramétricos clasicos del analisis de
fronteras de produccion. A diferencia de estos, cuyo
objetivo es el ajuste a unos datos mediante herra-
mientas estadisticas de una forma funcional previa-
mente especificada, en DEA se optimiza para cada
DMU un modelo de programaciéon mateméatica con
el deseo de estimar una frontera lineal a trozos, de-
terminada por las DMU eficientes en el sentido de
Pareto; es decir, aquéllas no dominadas (ver la Fi-
gura 1, donde las DMU vienen representadas por
puntos en el plano en el caso de un input [X] y
un output [Y]). A través del enfoque paramétrico,
se asume que el modelo ajustado es aplicable a ca-
da unidad en la muestra. Por el contrario, en DEA
se optimiza de manera particular la medida de “lo
bien o mal que opera” cada DMU. Légicamente, al
igual que en el planteamiento paramétrico, en DEA
se utiliza toda la informacion que proporcionan los
datos observados, en este caso recurriendo a los mo-
delos de programacién matemética.

Figura 1: El DEA frente al enfoque paramétrico

Hasta la publicacion del trabajo de Aigner y Chu
(ver [1]), los economistas habian tenido que confor-
marse con la estimacion de funciones “promedio”,
al hacer uso de modelos de regresiéon dependientes
de la especificaciéon del término estocéstico de error
con media cero. En la Figura 1, la linea discontinua
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representaria una de tales funciones de produccion.
Tras el trabajo de estos autores, el término de error
se restringi6 a la toma de valores no negativos. Un
ejemplo de este tipo de enfoque viene representado
en la Figura 1 por la linea curva que envuelve bajo
ella a todos los datos observados. Ahora bien, en el
planteamiento paramétrico tradicional se requiere
de la especificacién de una forma funcional particu-
lar, que relacione la variable dependiente con las va-
riables independientes (por ejemplo, una funcién de
produccion Cobb-Douglas). Y no sélo eso, sino que
ademés es necesario asumir algunas hipotesis rela-
tivas a la distribucion probabilistica del término de
error y sobre la independencia de las observaciones.

De trabajos como el de Aigner y Chu, que se
encuadrarfan en lo que se conoce actualmente como
deterministic frontier, al ser el error resultante tni-
camente de ineficiencias técnicas de la empresa, sur-
gieron las fronteras de produccién estocasticas. En
estos modelos una nueva variable aleatoria es ana-
dida al error, de forma tal que éste queda compues-
to aditivamente por dos términos, uno referido a
la ineficiencia técnica y otro dependiente de facto-
res externos a la industria, tales como azar, lluvias,
huelgas, errores de medida, etc. En DEA, por el
contrario, no se requiere de ninguna hipotesis sobre
la forma funcional, ni tampoco sobre la distribucién
de los errores. Simplemente se calcula una medida
de eficiencia relativa a una frontera “extrema”, li-
neal a trozos, construida a partir de las observacio-
nes muestrales, con la tnica condicién de que todas
las DMU queden envueltas por dicha frontera. Un
ejemplo de tal frontera aparece también en la Figu-
ra 1.

De ahora en adelante supondremos que se de-
sea evaluar la eficiencia de un conjunto de n DMU
que consumen m inputs para producir s outputs.
Concretamente, cada DMU; ; j = 1,...,n, que
puede describirse por un par (X;;Y;), utiliza los
inputs X; = (21;,...,%m;) para producir los out-
puts Y; = (Y1, .- -, Ys;). Asumiremos adicionalmen-
te que tanto los inputs como los outputs son estric-
tamente positivos.

Para entender cémo funcionan los modelos DEA
necesitaremos introducir algunos conceptos basicos
de la teorfa econdémica de la producciéon. En este
sentido, la medida de productividad comunmente
utilizada (en el caso de s

1y m = 1), asume

la forma de ratio del output producido por input
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consumido: £.

Cuando esta medida es usada con el fin de eva-
luar el rendimiento, por ejemplo, de obreros o em-
pleados, es interpretada como “output producido
por hora de trabajo” u “output producido por tra-
bajador”. Es obvio, por otro lado, que el gestor de
una empresa o entidad cualquiera desea que dicho
ratio sea lo més grande posible.

La cuestion que dilucidar, cuando nos enfrenta-
mos a situaciones mas complejas en contextos de
miltiples outputs y miltiples inputs, es como lo-
grar expresar un término agregado para los outputs
producidos y un término agregado para los inputs
consumidos; de forma que en la expresion anterior
estos sustituyan a numerador y denominador, res-
pectivamente. En el caso del DEA, el output global
se obtiene como combinacién lineal de los outputs
observados multiplicados por unos pesos. De ma-
nera similar se determina un nivel de input global
para el caso de la agregacion de los recursos. De esta

forma una generalizacion de £ quedaria como:

2321 Yr by

1
doimy TiVi @

donde p, y v; son los pesos utilizados por DEA,
que pueden ser interpretados econémicamente como
precios por output producido y costes por input
consumido, respectivamente.

Dado que en ciertos contextos estos precios y
costes son desconocidos, son poco fiables o se en-
cuentran distorsionados por las regulaciones y con-
diciones del mercado, la filosofia DEA aboga por es-
tablecer como tnica restricciéon requerida para estos
pesos, que sean no negativos. Esta libertad es usada
para el calculo de la medida de eficiencia para ca-
da DMU de forma que sea maximizado el ratio del
output global entre el input global. Més concreta-
mente, el modelo seminal propuesto por Charnes et
al. (1978), denominado CCR, para evaluar el grado
de eficiencia de una DMU genérica, DMUjy, viene
dado por:

PS
mix FEn = Pr=L YroHro
0 imq TioVio
S.a
35:1 YrjHro < . 2
ey Tijvio  — L vj (2)
Mro > 0 Vr
Vio Z 0 Vi
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Segtn las restricciones de (2), el ratio del out-
put global frente al input global no deberia nunca
exceder la unidad para ninguna de las DMUs ob-
servadas. Ademas el objetivo del anterior programa
se centra en la determinacion de unos pesos (u', y
V%) que maximicen el ratio de la DMUjy, la DMU
que esta siendo evaluada. Obviamente, 0 < Ef < 1.

(2) es un modelo de programacion fraccional li-
neal que puede ser transformado en un modelo de
programacion lineal al uso, a través del cambio de
variables propuesto por Charnes y Cooper (ver [5]).

’ S
méx Fo = Z,«zl YroUro

s.a
Yo wiovio = 1

S m .

Yovei Yrjro < DL T V)

UrQ > 0 vr

Vi0 Z 0 Vi

(3)

A (3) también se le conoce como el modelo DEA
CCR en su version de los multiplicadores. A partir
de (3) obtenemos, de manera computacionalmente
sencilla, el valor del score de eficiencia en (2), Ef,
de la DMUj.

Si denotamos por (Ef, v, ug) a una de las solu-
ciones 6ptimas de (3), entonces podremos identificar
si la DMU evaluada es eficiente o no, haciendo uso
de la siguiente definicion:

Definicién 2.1. La DMUjy es eficiente si E§ =
1 y existe al menos una solucion dptima (v§,ugy),
con v > 0 yul > 0. En cualquier otro caso, dire-
mos que la DMUy es ineficente.

Por otro lado, el problema dual asociado a (3)
da lugar a la formulaciéon del modelo DEA CCR en
su versién envolvente:

min 6,
S.a
Z?:l Lij )\j() S .’)%‘090 Vi (4)
Z?:l YriNjo = Yro vr
Ajo >0 N

Obviamente, tenemos que Ej = 0;.

De este problema surge la interpretacion del sco-
re de eficiencia DEA, como la méaxima reduccion
equiproporcional de todos los inputs de la DMUj,
que es factible conseguir a la vista de los datos ob-
servados. Ademés, los términos xjy = D7 w4\ %

para los inputs y y, = z;-lzl YrjAjo para los out-
puts permiten determinar unos “niveles objetivo”,
llamados targets, situados sobre la frontera y que la
DMU, deberia imitar para convertirse en eficiente.

En consecuencia, DEA es capaz de proporcionar
al gestor de la DMUj su nivel de eficiencia relativo
al conjunto muestral de DMU homogéneas observa-
do, Ej, y unas gufas de como lograr ser eficiente a
través de los targets en inputs y outputs.

Por supuesto que de la misma manera que se
ha definido un modelo DEA CCR de “orientacion
input”, es decir, centrado en la reduccién equipro-
porcional o “radial” de los inputs, puede definirse,
analogamente, un modelo DEA CCR de “orienta-
cién output”. Con las posteriores repercusiones so-
bre eficiencia y targets que ello conlleva.

El articulo seminal de Charnes, Cooper y Rho-
des dio pie al desarrollo de posteriores modificacio-
nes y mejoras del modelo CCR. Una famosa ver-
sién del modelo inicial es la conocida como modelo
DEA BCC (de nuevo dicho apelativo proviene del
uso de las iniciales de sus autores: Banker, Charnes
y Cooper [ver [4]]). En dicho articulo, se propone un
enfoque alternativo de tipo axiomatico para la eva-
luacién de la eficiencia que permite ademés trabajar
bajo la hipotesis de que las DMU observadas ope-
ran a escala variable. Aunque el grado de eficiencia
de cada DMU se continuaria determinando a través
de proyecciones equiproporcionales (radiales).

Hemos visto hasta el momento que los modelos
DEA CCR y BCC proporcionan medidas de eficien-
cia técnica en un sentido radial, y que sesgan el es-
tudio exclusivamente a la medicion de ineficiencia
con respecto al lado de los inputs o al lado de los
outputs. Ahora nos centraremos, sin embargo, en un
nuevo modelo: el modelo aditivo, cuyos resultados
responden al concepto econémico de optimalidad de
Pareto tal y como ya habia sido interpretado ante-
riormente por Koopmans. Dicho modelo, introduci-
do en 1985 por Charnes, Cooper, Golany, Seiford y
Stutz (ver [7]), incorpora en la medida de eficien-
cia ineficiencias de todo tipo; es decir, radiales y no
radiales, tanto de origen input como output. La for-
mulacioén en su versién de envoltura y con retorno
de escala constante es la siguiente:
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. o m — s +
max  Ag =Y " 85+ 01 5%

s.a
Z?:l xij)\jO = X0 — Sz_O Vi (5)
YYo= Yoty Vr
5;0=>0 Vi
sl >0 vr

Al resolver (5) se maximiza la distancia L; desde
la DMUj hasta la frontera eficiente en la direccion
noroeste. Concretamente, para una DMUj se selec-
ciona el punto sobre la frontera eficiente que ma-
ximiza la distancia L; de entre todos aquellos que
dominan, en el sentido de Pareto, a dicha DMU. La
DMU, se considerara, entonces, eficiente si y solo
si el valor optimo de (5), A, es 0. Por tanto, dicha
unidad sera ineficiente si no se encuentra localizada
sobre la frontera eficiente; esto es, si alguna compo-
nente s;," o sf.o* es no nula, lo que, por otro lado, nos
indica las fuentes y la magnitud de la ineficiencia
en los correspondientes inputs y outputs. Ademas,
pueden obtenerse targets para la DMUj a través de
iy = 2?21 xijNjo para cada uno de los inputs y
Yo = Z?Zl YrjAjo para cada uno los outputs.

Es obvio que los valores de la funciéon objetivo
del modelo aditivo, Ag, dependen de las unidades de
medida de las variables (inputs/outputs). Por esta
razon, sus mismos autores propusieron la siguiente
normalizacién de Ag:

m S_ S S+
N _ i0 0
Ay =Yty (6)
P (N —C ]
dando lugar a una nueva variante conocida como el
modelo aditivo extendido.

2. Presente y futuro del DEA

En la anterior seccién mostramos algunos de los
modelos basicos en DEA a partir de los cuales se
han desarrollado otros mucho més complejos, res-
pondiendo a la dificultad de la naturaleza de las
situaciones de producciéon abordadas.

En esta seccién, expondremos algunas de las vias
abiertas de investigacion mas notables y prolificas,
siempre considerando el cardcter mas teorico del
DEA. Las lineas de investigacién que destacar se-
rian las siguientes:

16

= Uno de los aspectos relacionados con la me-

dicién de la eficiencia que ha despertado un
gran interés recientemente ha sido el desarro-
llo de las medidas de eficiencia generalizadas.
El objetivo inicial de dichas medidas es el di-
seno de indicadores que tengan en cuenta to-
do tipo de ineficiencias (tanto radial como no
radial) a la hora de evaluar a una DMU. Ade-
més, se intenta que estas medidas satisfagan
ciertas propiedades deseables. Concretamen-
te, algunas de las medidas que mas repercu-
sién han producido en los circulos econémi-
cos son: la medida de Russell (tanto orienta-
da como no orientada) y la medida Enhanced
Russell Graph (ver, por ejemplo, [12]).

Los modelos DEA clasicos suelen producir los
niveles de targets mas alejados de la DMU
evaluada. Véase, por ejemplo, el caso del mo-
delo aditivo donde la expresion de la distancia
L1 es maximizada en lugar de minimizada. Es-
te hecho ha motivado la apariciéon de diversos
articulos orientados a la determinacion de los
targets “méas cercanos” a la unidad que esta
siendo evaluada (ver, por ejemplo, [3] v [13]).

Otro problema que ha suscitado un gran in-
terés, sin lugar a dudas, ha sido el tema de
la determinacién de una clasificacion de las
DMU. Con este objetivo se ha desarrollado
el concepto de “supereficiencia” (ver [2]), que
permite discriminar entre DMU eficientes, y el
concepto de common set of weights (ver [14]
y [15]), mediante el cual se restringe la liber-
tad de los pesos DEA obligando a que el ratio
de eficiencia de toda DMU (expresion (1)) se
mida a través de los mismos pesos.

Podemos encontrarnos con situaciones donde
se dispone de informacién adicional o donde
cierto grupo de especialistas son capaces de
realizar suposiciones cualificadas que condu-
cen a la imposiciéon de restricciones sobre los
pesos, ademas de las de no negatividad usual-
mente utilizadas. Dos modelos, y diversas va-
riantes posteriores de estos, han sido amplia-
mente desarrollados en la literatura con el fin
de que el manejo de esta informacion adicional
sea lo mas simple posible: Cone-ratio y Assu-
rance Region (ver, por ejemplo, [8] y [18]).
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= Desde hace bastante tiempo, practicamente
desde la misma concepcién del DEA, se ha
pretendido dotar a esta herramienta de cier-
to caracter estadistico-econométrico. En este
sentido, cabe destacar los esfuerzos realizados
en los ultimos tiempos ligando la determina-
cion de intervalos de confianza sobre los scores
de eficiencia a la metodologia bootstrap (ver

[17]).
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