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3. ARTICULOS DE APLICACION

ALGUNAS PARADOJAS Y CURIOSIDADES ESTADISTICAS

1. Introducciéon

La Estadistica observa datos y utiliza el lengua-
je matemético para proporcionar modelos, interpre-
tar los resultados y tomar decisiones. Como en otras
ramas de la Ciencia, la Estadistica no esta exenta
de contradicciones, paradojas y curiosidades. Puede
ser bien o mal utilizada, pero en algunos casos sus
resultados confunden o son objeto de curiosidad.

En este trabajo se exponen algunas paradojas
y situaciones curiosas, que pueden presentarse en
probabilidad, regresién y contraste de hipotesis. To-
das ellas tienen cumplida explicacion, que se deja a
juicio del lector y que se publicard en un préximo
boletin.

2. La paradoja de juntar datos

Comenzaremos con un tipo de paradoja bastan-
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te maligna, que desconcierta a los usuarios de la Es-
tadistica. Se presenta cuando juntamos datos, como
en el caso que sigue.

Supongamos un tratamiento contra una enfer-
medad que consiste en un farmaco aplicado a hom-
bres y a mujeres por separado, para seguidamente
juntar los resultados estadisticos obtenidos. En las
tres tablas 2 x 2, exhibidas mas abajo, la dependen-
cia entre tratamiento y recuperacion es significativa.
En los dos primeros casos, los resultados son favo-
rables al farmaco, pues se recuperan el 46 % de los
tratados frente al 38 % de los no tratados en el ca-
so de hombres, y el 68 % frente al 58 % en el caso
de las mujeres. Pero al juntar las frecuencias, nos
encontramos que se recuperan el 49 % de los trata-
dos frente al 54 % de los no tratados. El farmaco es
un buen tratamiento para hombres y para mujeres,
pero no en general. jPor qué?

Hombres
Con tratamiento Sin tratamiento
Recuperados 700 80
No recuperados 800 130
Mujeres
Con tratamiento Sin tratamiento
Recuperados 150 400
No recuperados 70 280
Hombres + Mujeres
Con Tratamiento Sin tratamiento
Recuperados 850 480
No recuperados 870 410

3. Una paradoja del p-valor

Sea N = (n;;) una tabla de contingencia r x s,
con frecuencias n;; que combinan r variables filas y
s variables columnas. El estadistico V' con distribu-
cion asintotica ji-cuadrado con (r—1)(s—1) grados
de libertad (g.l.), permite decidir si las variables fi-
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las son independientes de las variables columnas. El
contraste es significativo si v > x?2, donde v es el va-
lor observado y x? es el valor tabulado para un nivel
de significacion a y (r—1)(s—1) g.l. Este contraste
es equivalente a calcular el p—valor p = P(V > v)
y decidir que hay dependencia si p < a.

Por ejemplo, con a = 0,05, en la tabla anterior



ARTICULOS DE APLICACION

del tratamiento a hombres se obtiene v = 5,455 (1
g.l), p=0,019 < @, luego es razonable admitir que
hay dependencia entre tratamiento y recuperacion.

Centrémenos ahora en el grado de significacion
p. Bajo la hipotesis nula de independencia, la distri-
bucion de p es uniforme en (0, 1). Entonces es facil
ver que —2 log p sigue una ji-cuadrado con 2 g.1. Por
lo tanto bastaria comprobar si —2log p es significa-
tivo. Por ejemplo, —21og(0,019) = 7,926 > 5,991,
siendo 5,991 el valor tabulado para o = 0,05 y 2
g.1l. Los dos criterios son equivalentes, pero... jes un
contraste ji-cuadrado con 1 g.l. o con 2 g.1.?

En general, para una tabla r x s, rechazamos la
hipétesis de independencia si:

a) v > x2, donde P(V > x2) = a, con
(r—=1)(s—-1) gl.

b) —2logp > x2, donde P(x3 > x2) = « con 2
gl.

En a) y en b) utilizamos el test ji-cuadrado pero
trabajamos con distintos grados de libertad. Més en
general, todo test ji-cuadrado con m g.l., ;se reduce
a un test ji-cuadrado con 2 g.1.7

Esta aparente paradoja, un poco ingenua, puede
confundir al principio, pero tiene una facil explica-
cion.

Otra paradoja del p-valor

Consideremos los siguientes tamanos muestra-
les, medias y desviaciones tipicas de p = 2 variables
X (longitud del fémur), Y (longitud del htimero),
obtenidas sobre dos poblaciones (Anglo-indios, In-
dios).

Medias X Y

ny =27 460,4 335,1
ng = 20 444,3  323,2
Diferencia 16.1 11.9

Desv. tipicas 23,7 18,2

Matriz covarianzas

§_ ( 561,7 374,2 )
374,2 331,24

Correlacién: r = 0,867

Estos resultados son debidos a C. R. Rao.

Suponiendo normalidad, los tests ¢t de compa-
racion de medias para cada variable por separado
son:

Variable X ¢ =2,302 (45 g.l.)
Variable Y ¢ =2,215 (45 gl.)

(p = 0,0259),
(p = 0,0318).

A un nivel de significacion 0,05 se concluye que
hay diferencias significativas para cada variable.

Sin embargo, no se obtiene lo mismo aplicando
un test con las dos variables conjuntamente. Indi-
cando d = (T — To,Y; — Uy)' obtenemos el estadis-
tico F

_27420-1-227x20
(27420 -2)2 27+ 20

d’S~'d = 2,68

(2y 44 ¢l) (p=0,079),

Por lo tanto ambos tests univariantes son sig-
nificativos, pero el test bivariante no lo es, contra-
diciendo este resultado la creencia de que un test
multivariante deberia proporcionar mayor significa-
cion que un test univariante. ;Qué explicacion tiene
esta contradiccion?

5. Correlaciones que nunca alcanzan el va-
lor uno

Sabemos que el coeficiente de correlaciéon p en-
tre dos variable X,Y es un valor que va de —1 a
+1. Si las variables son normales, la afirmaciéon es
correcta, pero si siguen diferente distribucién, en-
tonces este rango de valores cambia sensiblemente.
Por ejemplo, si X es uniforme e Y es exponencial,
cualquiera que sea su distribucién conjunta, el coe-
ficiente de correlacién verifica

~0,866 < p(X,Y) < +0, 866.

Probar cual es el valor maximo requiere conceptos
relativamente avanzados. Pero es muy fécil argu-
mentar, en este caso, que la correlaciéon entre X e
Y no puede alcanzar el valor 1.

Veamos ahora un caso insélito en el que, aparen-
temente, el coeficiente de correlaciéon puede superar
este valor.

6. Una paradoja del coeficiente de corre-
lacion

Supongamos que X,Y son dos variables aleato-
rias definidas sobre la misma poblacion, con cova-
rianza oxy, variancias finitas 0%, 0% y coeficiente
de correlacion de Pearson p = oxy /(ox0y).

Sean Xj,...
distribuidas como X. Un ejemplo real podria con-
sistir en la estatura Y de un padre y las estaturas
)(17 ..
madre diferente. Nos interesa correlacionar la me-
dia X,, con Y.

, X, independientes e igualmente

., X, de n hijos, donde cada hijo tiene una
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Supongamos cov(X;,Y) oxy. La media
X, = (X1 + -+ X,,)/n tiene varianza o%/n y
su covarianza con Y es

cov(Xp,Y) =tcov(}l | X;,Y)
=0XY.

El coeficiente de correlacion es

corr(X,,Y)

OXY

= (ox/Vmoy
/np.

Consecuentemente, para n suficientemente grande,
el coeficiente de correlacién entre la media X,, e Y
puede ser “mayor” que 1, incluso mucho mayor.

Sorprendentemente, no hay incorrecciéon en el
calculo del coeficiente de correlacion corr(X,,Y).
Sin embargo, una correlacion no puede superar el
valor 1. ;Qué falla en el planteamiento? ;Es real-
mente una paradoja?

7. Una prediccion racista

La correlacion positiva y alta entre dos variables
induce a creer que a un valor alto de una correspon-
de un valor alto de la otra. Supongamos dos grupos,
blancos (B) y negros (N), y que el coeficiente de in-
teligencia I tenga una correlacién alta con una ha-
bilidad H (por ejemplo, la capacidad de programar
algoritmos). Supongamos que la media de la varia-
ble H es la misma en B y en N, pero que la media
de la variable I es méas alta (por motivos culturales,
econémicos o sociales) en el grupo B. Una empresa,
a efectos de seleccion de personal, quiere predecir H
conociendo I.

Parece razonable afirmar que si un individuo
blanco posee el mismo coeficiente de inteligencia I
que otro individuo negro, entonces el blanco tendra
un valor esperado H mas alto que el negro, puesto
que I en el grupo B supera en media al grupo N. Es
decir, la prediccion H para un mismo I, serd maés

=
|

ry =

w s o
U o
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alta en B que en N. Luego el blanco deberia ser se-
leccionado, por ser probablemente méas capaz para
desarrollar la actividad laboral objeto del empleo.

Sin embargo, este criterio es tendencioso y esta
equivocado, sucediendo justo al revés, como es facil
comprobar. ;Por qué?

8. Aumentan las correlaciones simples y
disminuye la multiple

Supongamos que la variable respuesta Y es-
td correlacionada con las variables explicativas
X1,..., Xk, que estdn equicorrelacionadas, es decir,

corr(X;, X;)=c i#].
Supongamos ahora que las correlaciones simples son

si 1<s,

corr(Y, X;) =r#0

cor(Y,;X;) =0 si i>s.

En otras palabras, Y esta correlacionada con las s
primeras e incorrelacionada con las otras k — s. In-
diquemos por R?(s) el coeficiente de determinacion.

Se prueba que

sr?(1+ (k—s—1)c)
1+ (k—-1e)(1—0¢)

R%*(s) =

Es razonable creer que aumentando s también au-
mente R?(s). Pero no ocurre asi. Por ejemplo, si
r=0,5y k=8, entonces

R*(8) = 0,2844 < R*(4) = 0,7111.

Asi pues, resulta que aumentando las correlaciones
simples entre la variable respuesta y las variables
explicativas, disminuye el coeficiente de determina-
cion.

Esta curiosidad puede ocurrir en situaciones més
generales. Supongamos que Y; e Ys correlacionan
con Xiq,..
siendo R la matriz de correlaciones entre las x’s.

., X4, seglin r; y ra, respectivamente,

4 5 6
5 4 N
1 3 S I
31 1
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0,4848 < R3 =
0,7056. El aumento de dos correlaciones simples ha
disminuido el coeficiente de determinacion. Esto de-
muestra que la seleccién forward en regresion mul-
tipe es claramente inapropiada.

Resulta bastante sorprendente que un aumento

Se obtiene entonces R? =

de las correlaciones simples provoque una disminu-
cion de la correlacion multiple. jPor qué?

9. Una desigualdad de la correlacién mul-
tiple

Sir = (ry,...,7)" es el vector de correlacio-
nes simples de Y con Xi,..., X}, y las variables
explicativas son incorrelacionadas, es decir, R =1
(matriz identidad), entonces

2 _ 2 2
RE=ri+-- 4.

En general, se tiene que R # I, siendo razonable su-
poner que, si las correlaciones simples son positivas,
hay redundancia entre las x’s, con lo cual

R*<ri+ -+
Sin embargo, la desigualdad contraria
R*>ri+- +rp,

puede perfectamente ocurrir. Por ejemplo, volvien-
do a la seccién anterior, vemos que

R3=0,7056 > r} + -+ 77 = 0,63

En otras palabras, podemos afirmar que variables
correlacionadas no son siempre redundantes, y que
mantienen una estructura de dependencia més difi-
cil de interpretar que lo que nos dice la intuicion.

10. Mahalanobis mayor que Pearson

Supongamos dos matrices de datos multivarian-
tes X,Y resultado de observar k variables, los vec-
tores de medias X,y y la matriz de covarianzas es-
timada comin S.

La distancia de Mahalanobis entre ambas pobla-
ciones es

M=X-y)ST' (X ~-¥)

La distancia de K. Pearson es K = (X —

y)'[diag(S)]_l(i —¥), es decir,

1 — Y1 Tk — Yk
K= (S )

)

siendo s1,..., S, las desviaciones tipicas de las va-
riables. Podemos entender K como una distancia
de Mahalanobis suponiendo que las variables estan
incorrelacionadas.

Ahora bien, la distancia tomando como referen-
cia, ejes ortogonales, deberia ser mayor que toman-
do ejes oblicuos. Existe entonces la creencia de que
variables independientes “discriminan” mejor, es de-
cir, que deberia verificarse M < K. Sin embargo,
puede ocurrir lo contrario, es decir, puede ocurrir
que Mahalanobis sea mayor que Pearson: M > K.
Por qué?

Esta curiosidad, también renida con la intui-
cion, es parecida a la desigualdad anterior con el
coeficiente de correlacion miltiple R, puesto que
R? = r'R~!r, expresion formalmente similar a la
distancia de Mahalanobis.

11. Momentos que no caracterizan la dis-
tribucién
Los momentos de una variable aleatoria X con

funcion de distribucion F(z) y valores en un inter-
valo (a,b), son las cantidades

b
an, =E(X") = / a"dF(x),
a
n=20,1,2,...

Se acepta que la sucesion de momentos {a, } carac-
teriza la distribucion de la variable, en el sentido de
que hay una tnica F(x) con tales momentos. Sin
embargo, esto no es en general cierto. Supongamos
que f(z) es la densidad de X = Z3, donde Z es
normal N(0,1/2). Consideremos la variable X, con
densidad

f@ = f@{l + eleos VBl
V3sinV3|z23]}, —1/2<e<1/2.

Entonces se verifica

E(X™) = E(X"), n=0,1,2,...

a pesar de que f(z) # f.(z) para € # 0.

12. Funcién generatriz que no distingue

Hemos visto que los momentos podrian no deter-
minar la distribuciéon. En cambio, es correcto afir-
mar que la funcién generatriz de momentos,

b
Mx (t) = BE(e'X) = / e"tdF (z),
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suponiendo que existe, caracteriza totalmente la
distribucién de X. Sin embargo, jes capaz de dis-
tinguir bien dos distribuciones distintas la funcion
generatriz de momentos? En teoria si, pero hay ca-
sos en que no se distinguen numéricamente, una de
la otra.

Consideremos por ejemplo las funciones de den-
sidad

p(x) = (2m) Ve,

f@) = 6(@){1+ Lsin2ra)}.
La primera es la densidad de X con distribuciéon
N(0,1) y la segunda es la de una variable Y que
resulta de efectuar una perturbaciéon a X. Ambas
funciones son bien distintas, como muestra la Figu-
ra 1.

Figura 1: Graficos de las funciones de densidad ¢(x)
y ¢(z){1+ 1sin2rz}, donde ¢(z) es normal estan-
dard.

Las funciones generatrices de momentos son
— ot?/2

_ et2/2+10g(1+%6_2"2 sin(27t))

Mx (t)
My (t)

que también son distintas. Sin embargo, el grafico de
ambas funciones (Figura 2) las hace practicamente
indistinguibles. No es posible difenciar graficamente
las funciones My, My . Por otra parte, en este caso
conviene tener en cuenta que los momentos, si no
idénticos, son numéricamente muy préximos.

Es facil construir dos densidades distintas con
funciones generatrices muy parecidas. Basta ana-
dir una componente periddica suave. Por ejem-
plo, la densidad uniforme f(z) = 1 y la densidad
g(x) = 1+ sin(36mz)/(36m), con 0 < x < 1, son
bien distintas pero sus funciones generatrices son
casi indistinguibles.
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Figura 2: Los graficos (curva suave de arriba) de

Mx (t) y My (t) practicamente coinciden sobre una
misma curva y son indistinguibles numéricamente.
Solo el grafico (abajo) de 109 x (Mx(t) — My (t)),
con un aumento enorme de la escala, permite apre-
ciar diferencias.

13. La ley de los grandes ntimeros falla

Sea X una variable aletoria Poisson con media
A = 1. Supongamos que Xi,...,X, son indepen-
dientes con la misma distribuciéon que X. Sabemos
por la ley de los grandes ntimeros que X,, converge
en probabilidad a la media tedrica:

X, 2 1.

Es mas, en este caso la convergecia de X, a la media
A =1 es casi segura, es decir:

P(lm X, =1)=1.

n—oo
Sin embargo, un facil calculo demuestra que

—MNNn

Entonces

lim p, = lim

n—oo n—od n!
Por lo tanto, aunque X, converge casi seguramente
a 1, X,, no puede alcanzar exactamente el valor 1 si
hacemos tender n a infinito. Obsérvese que incluso
es mas probable que tengamos X, = 1 si n toma
un valor pequeno:
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n\1 2 5

10 30 50

pn | 0,367 0,270 0,175 0,125 0,072 0,056

La ley de los grandes niimeros aparentementa
falla. No obstante, hay una buena explicaciéon para
esta anomalia. ;Cual?

14. El teorema central del limite falla

El famoso teorema central del limite dice que
sumando muchas variables independientes, se obtie-
ne una distribucién aproximadamente normal. La
suma de unas pocas variables también puede dar
normalidad. Por ejemplo, las suma de dos normales
independientes es también normal, lo cual es una
propiedad de esta ley. La suma de sélo tres varia-
bles uniformes ya proporciona una distribucién muy
parecida a la normal. Nadie discute que la suma de
“muchas” variables independientes da lugar a una
distribucién que sea aproximadamente normal.

Supongamos ahora que X1,..., X, son Poisson
independientes con parametro A = 1/n. Entonces

X=X+ +X,

es una variable aletoria Poisson con media A = 1.
Tomemos n = 100. El valor de n es lo bastante
grande como para suponer que se cumpla el teore-
ma central del limite. Sin embargo, la distribucién
de X estd muy alejada de la normal.

;Falla el teorema central del limite? En realidad
no, y por qué no falla se puede explicar facilmente.

15. Un test de multinormalidad correcto
pero poco efectivo

Algunas veces la teoria de la probabilidad con-
funde al estadistico. Veamos un ejemplo. El teorema
de Cramer dice que si X = X; 4+ X5 es normal, don-
de X7 y X5 son variables aleatorias independientes,
entonces X7 y X5 son necesariamente normales. Es-
ta propiedad probabilistica, valida para méas de dos
variables, puede llevar a confusion.

s Xk
siguen la distribucién normal multivariante. Esto

Supongamos ahora que las variables X1, ...

ocurre si Xq,..., X, son combinacién lineal de va-

riables Z1, ..., Z, normales N(0, 1) e independien-

tes.

Consideremos las llamadas componentes prin-
cipales Y7i,..
les de Xq,..., X%, incorrelacionadas y por lo tan-
to independientes. La normalidad de cada una de
las componentes principales garantiza la normali-

., Yr, que son combinaciones linea-

dad multivariante de X1,..., X}, pues estas varia-
bles son combinacion lineal de Y7, ..
independientes. La normalidad de las componentes
principales caracteriza la normalidad conjunta.

Consideremos ahora la suma de las componentes

., Y; normales

Z=Y+ - +Y.

Segtn un teorema debido a Cramér, Z es normal si
y s6lo si Y7,...,Y, son variables normales. Luego,
dada una muestra multivariante de Xq,..., X, es
decir, una matriz de datos X de orden n x k, con n
grande, bastara obtener las componentes principa-
les y estudiar, mediante un test de bondad de ajus-
te, la normalidad univariante de Z. Si Z se ajusta a
la ley normal, también se ajustan Yi,..., Yy vy por
lo tanto X7,..., X} siguen la distribuciéon normal
multivariante.

Desde un punto de vista probabilistico, el ra-
zonamiento parece “correcto”. Por ejemplo, consi-
derando los datos de flores del género Iris de R. A.
Fisher, especie Setosa, conn = 50y k = 4, el test de
Kolmogorov de normalidad sobre Z da el resultado
0,079 con p > 0,20 (tabla de Lilliefors), indicando
que, sobre la base de una muestra de 50 flores Iris
setosa, los cuatro caracteres (longitud y anchura de
pétalos y sépalos), siguen la distribucién multinor-
mal.

Sin embargo, un estadistico sagaz comprobaria,
tomando o generando otros datos, que este test
de normalidad multivariante falla estrepitosamen-
te. ;Por qué?

iEn el préximo nuamero se daran las so-

luciones a las cuestiones planteadas en este
articulo!
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