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ve similar opinions. To me, this is a fine way to
do statistics, and I have been a proponent of such
an approach for a long time. The rise of MCMC
has made such an arrangement the standard way
of doing business. In its construction MCMC, es-
pecially if implemented through a Gibbs sampler,
is a Bayesian solution to a problem. To assess the
solution we monitor the MCMC output which, of
course, is the monitoring of many repeated trials,
and hence is frequentist. This is the perfect example
of how the two approaches complement each other.
The extremely flexible Bayesian models can help us
get solutions to many complex problems, and the
frequentist evaluation tools help us evaluate and ca-
librate our inferences.

Thus, we should be neither Bayesians nor fre-
quentists. We should, perhaps, be “calibrated Baye-

sians” according to Little, but we really should be
more. When faced with a problem, we should use all
the tools available (Bayes, frequentist, likelihood),
and use each in their best possible way, to arrive
at the best solution that we can give for a parti-
cular problem. Then, when we truly use all of our
tools we are neither frequentist nor Bayesians, we
are statisticians!
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CONJUNTOS ALEATORIOS: ESPERANZAS DE AUMANN Y HERER

Resumen

En este articulo presentamos una sintesis del
trabajo Relaciones entre las esperanzas de Aumann
y Herer de un conjunto aleatorio (Premio Ramiro
Melendreras 2006).

1. Introducciéon

Por asi decirlo, los conjuntos aleatorios “siempre
han estado ahi”; ya Kolmogorov, en su libro frecuen-
temente citado como el origen de la teoria moderna
de la probabilidad [12], discute la idea de una region
cuya forma depende del azar.

La aguja que se lanza al azar en el problema de
Buffon es un ejemplo de conjunto aleatorio. Un pro-
ceso de Poisson, o en general cualquier proceso de
puntos como los ceros de un movimiento browniano,
los instantes en que un proceso continuo rebasa una
barrera o un proceso de records, es un conjunto
aleatorio. Los puntos 6ptimos en un problema de
optimizacion estocastica no convexa (es decir, con
solucion en general no tnica) forman un conjunto
aleatorio. Un intervalo o una regién de confianza,
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asi como el resultado de un algoritmo de anélisis
cluster, son conjuntos aleatorios.

Pero, pese a esta abundancia de ejemplos esta-
disticos, el desarrollo de la teoria de conjuntos alea-
torios ha venido motivado sobre todo por aplicacio-
nes en areas como la estereologia (en Geologia), la
teoria econdmica, la geometria estocastica, el anéli-
sis de imagenes y otras.

Uno de los conceptos fundamentales que se han
afrontado desde el punto de vista particular de va-
rias de esas areas es el de esperanza de un conjunto
aleatorio. En el caso de variables aleatorias, la espe-
ranza se calcula usando la integral de Lebesgue. Es
un leve defecto, que solemos considerar anecdotico,
el que el valor esperado de la tirada de un dado sea
3,5 —un valor que de hecho nadie espera. Pero este
mismo fendémeno constituye una dificultad enorme
para encontrar una buena definiciéon de esperanza
de un conjunto aleatorio: esta claro que la media de
dos circulos debe ser un circulo de posicion y tama-
no intermedios, pero jesta claro cual “deberia” ser
la media de un circulo y un tridngulo, de un pen-
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tagono y un hexagono o, peor atn, de un conjunto
discreto y otro continuo?

No sorprende, por tanto, que las nociones de
esperanza desarrolladas para tratar problemas en
areas distintas sean frecuentemente soluciones ad
hoc dificiles de trasladar a otros campos o que care-
cen de las propiedades matemaéticas de la esperan-
za de variables aleatorias. Existen, sin embargo, dos
conceptos de esperanza con buenas propiedades ma-
temaéticas (p.ej. la Ley Fuerte de los Grandes Nume-
ros y el Teorema de Convergencia de Martingalas)
cuyas definiciones son muy distintas: la esperanza
de Aumann [3], de tipo analitico, y la de Herer [10],
de tipo geométrico.

En este trabajo estudiamos sisteméaticamente las
relaciones entre ambas esperanzas. Para simplifi-
car la exposicion nos restringiremos al caso finito-
dimensional mientras sea posible, y también evita-
remos todas las cuestiones de medibilidad concer-
nientes a los conjuntos aleatorios.

Por simplicidad, tampoco distinguiremos entre
variable aleatoria y vector aleatorio, utilizando la
primera denominacioén independientemente de la di-
mension del espacio. En espacios mas generales ha-
blaremos de elementos aleatorios, como es habitual.

2. Visién histérica del problema

La historia de este problema comienza con el
intento de Maurice Fréchet (1948) de extender la
definicion de esperanza a espacios donde no es po-
sible calcular integrales. Por ejemplo, la integral de
Lebesgue no es adecuada para obtener la esperanza
de un elemento aleatorio definido sobre la superficie
de la esfera, ya que proporciona valores que estan en
el interior de ésta (fuera del espacio considerado).

La estrategia de Fréchet consiste en buscar ca-
racterizaciones métricas de la esperanza. Asi, adop-
ta como definicion la siguiente propiedad: Si € es un
elemento aleatorio de un espacio métrico, llamamos
esperanzas [de Fréchet] de & a aquellos puntos que
minemizan la distancia cuadrdtica esperada a &. Ese
minimo, si es finito, se llama varianza de & [7).

En general, la esperanza de Fréchet no tiene por
qué existir o ser tinica. Para variables aleatorias con
varianza finita, es bien sabido que la propiedad de
ser esperanza de Fréchet identifica a la esperanza
de la variable aleatoria, y por tanto también la va-
rianza de Fréchet coincide con la varianza habitual.
Pero la definicion no sirve si la varianza es infinita,

pues entonces la distancia cuadratica esperada se
hace infinita para cualquier punto.

En 1949, Shafik Doss, un estudiante egipcio de
Fréchet, propone una definicién alternativa que no
utiliza momentos de segundo orden y por tanto si
es una generalizaciéon genuina del concepto de es-
peranza a un espacio métrico [6]. La propiedad que
se utiliza en esta definicion es muy interesante: La
esperanza de una variable aleatoria € es el unico
punto de R™ cuya distancia a cualquier otro punto
es menor o tgual que la distancia esperada de & a
ese punto.

Por tanto, podemos definir formalmente la es-
peranza de Doss en un espacio métrico (E, d) como
sigue:

Epl¢] ={zx € E|Va € E, d(z,a) < E[d(,a)]}.

Notese, a modo de curiosidad, que en un contex-
to estadistico podemos usar la esperanza de Doss
siempre que la naturaleza de los datos nos lleve a la
posicion de que la métrica euclidea es inapropiada.
Por ejemplo, en el caso de datos composicionales,
suele utilizarse la métrica de Aitchison; puede pro-
barse que la nocién de esperanza desarrollada en
ese contexto es un caso particular de la esperanza
de Doss.

Durante los afos sesenta, Robert Aumann y Ge-
rard Debreu (quienes posteriormente recibirian el
premio Nobel de Economia en los afios 2005 y 1983)
vieron que sus investigaciones en la teoria econémi-
ca les llevaban a la necesidad de definir integrales
de correspondencias cualesquiera que no necesaria-
mente son funciones [3, 5. Las definiciones que pro-
pusieron resultan ser equivalentes, y por tanto solo
nos ocuparemos de la primera, mas general.

Aumann razonoé del siguiente modo: si cada pun-
to tiene un conjunto de imagenes, es logico que la
esperanza también esté formada por un conjunto de
valores. Podemos considerar todas las funciones que
asignan a cada punto una de sus imagenes (seleccio-
nes) y tomar el conjunto de todas sus esperanzas.
En general, para un conjunto aleatorio X definimos
su esperanza de Aumann como

Ea[X] ={F[] | £ € X casi seguro, IE[¢]}.

En honor a la exactitud histérica hay que mencio-
nar que el japonés Hirokichi Kudo, en un trabajo
de Estadistica publicado en la revista de su univer-
sidad en 1954, ya habia dado la misma definicién.
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Identificando asi una correspondencia con una
funcion cuyos valores son conjuntos, Aumann y De-
breu podrian haber aplicado los conceptos de Fré-
chet vy Doss sin més que dotar a sus espacios de
conjuntos con una métrica. Hoy sabemos, de he-
cho, que existe una métrica sobre los subconjuntos
compactos convexos de R™ de forma que la espe-
ranza de Aumann es justamente la tinica esperanza
de Fréchet respecto a esa métrica.

La esperanza de Aumann es la nocién mas popu-
lar de esperanza para conjuntos aleatorios, en parte
por reproducir bien (al menos en el caso de valores
convexos) las propiedades matematicas habituales.
Por ejemplo, Artstein y Vitale [1] demostraron la
Ley Fuerte de los Grandes Numeros.

Pero, a finales de los ochenta, el polaco Wojciech
Herer [10] observa que la definiciéon de Doss puede
extenderse facilmente a conjuntos aleatorios:

EgX]={z€E|VYacE, d(z,a) < E[D(X,a)]},

donde D(X, a) es la maxima distancia de algin pun-
to de X a a. Es habitual también escribir || X|| =
D(X,0).

A pesar de que esta esperanza es valida en espa-
cios métricos (la de Aumann requiere que el espacio
subyacente sea vectorial) y de que Herer probo re-
sultados importantes como la ley fuerte o la conver-
gencia de martingalas, el mundo fue capaz de dor-
mir perfectamente aun sabiendo que esos resultados
admitian dos versiones con limites aparentemente
distintos, las dos nociones de esperanza. Herer dejo
este tema tras publicar sus resultados en la revista
de la Academia de Ciencias de Paris y en una revis-
ta de Probabilidad y Estadistica de su pais, y quiza
podria haber sido ése el fin de la esperanza de Herer
de no ser por una coincidencia.

Christian Hess, de la Universidad Paris Dauphi-
ne, que lleva méas de veinticinco anos estudiando los
resultados de tipo asintético para conjuntos alea-
torios, me relatdé como, en una conversacién casual
con dos compaifieros de pasillo surgi6 fugazmente el
trabajo de Herer, a lo que uno de ellos exclamo:
“iPero si ésa es la definicion dada por mi padre!”.
Esto desperto el interés de los tres por discernir si
habria alguna relacién entre la “esperanza del padre
de Halim Doss” y la esperanza de Aumann utilizada
en los trabajos de Hess.

Hess (2000) probé el siguiente resultado, que
apareci6 en [2, 11].

Teorema 2.1. Sea E un espacio de Hilbert y
X un conjunto aleatorio cerrado convexo tal que
E[||X||?] es finita. Entonces, Ex|X] = EalX].

Se trata de un resultado muy prometedor pero
sin embargo limitado. Por una parte, la demostra-
cion usa la identidad del paralelogramo, por lo que
no podemos prescindir ni de la hipétesis de espacio
de Hilbert ni de la de integrabilidad cuadratica. Fi-
jando la atencién en el caso bidimensional, es bien
sabido que la tnica norma que convierte a R? en
un espacio de Hilbert es la || - ||2, por lo que el re-
sultado no aclara qué ocurre para todas las demas
normas. De hecho, Hess mostré también que en R2,
con la norma || - ||, la igualdad no se cumple. Por
otra parte, la hipotesis de integrabilidad cuadratica

implica que tampoco sabemos qué ocurre en el caso
de “varianza infinita”.

En vista de este resultado y de la inclusion
EA[X] C Ex[X], que se tiene en general, Ilya Mol-
chanov (2005) incluye entre los problemas abiertos
planteados en su libro [15] el obtener condiciones
minimales sobre un espacio de Banach para que am-
bas esperanzas sean iguales. Los resultados obteni-
dos en nuestro trabajo permiten resolver completa-
mente este problema (ver [16]).

3. Relaciones entre ambas esperanzas

Las técnicas desarrolladas para resolver el pro-
blema permiten tratar el caso en el que E[|| X]||] es
finita, que es el mas amplio en el que preguntar si
ambas esperanzas son iguales tiene sentido. Como
una variable aleatoria integrable es casi seguro fini-
ta, bajo la condicion anterior || X|| lo es y por tanto
X es acotado casi seguro. Si pedimos adicionalmen-
te que X sea compacto en lugar de cerrado aco-
tado, podemos obtener resultados mas potentes y
de enunciado maés sencillo. Por ello nos centraremos
primero en el caso finito-dimensional.

Seré esencial considerar el espacio dual al espa-
cio donde estan definidos los conjuntos aleatorios.
En el caso de R", el dual es de nuevo isomorfo a
R™ (con el que desde ahora lo identificaremos) pero
la norma dual, en general, no coincide con la ori-
ginal. Por ejemplo, la norma dual a la || - ||, es su
conjugada || - ||, con p~! +¢7*
dualidad entre los dos espacios por (-,-). Para fijar
ideas, puede ser ttil recordar que la norma || - || es

= 1. Denotaremos la

autodual y en ese caso (z,y) es simplemente el pro-
ducto escalar ordinario de x e y. La funcion soporte
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de un conjunto A viene dada por

S(y’A) = Sup{<$,y> | UAS A}

Introducimos ahora dos variantes de la envolven-
te convexa que nos seran de utilidad. La envolvente
por bolas de un conjunto cerrado A es la intersec-
cion de todas las bolas (cerradas) que recubren A.
Por su parte, si H es un conjunto de vectores en la
esfera de la norma dual, la H-envolvente de A es
la intersecciéon de todos los semiespacios que contie-
nen A y estan definidos por un vector que esta en
H. Asi,

blh A = ﬂ{B D A | B es una bola},

H—hull A = ﬂ {r e E|s(y,A) < (z,y)}.
yeH
Tenemos el siguiente resultado, en el que £* denota
el conjunto de puntos extremos de la esfera dual.
Teorema 3.1. Sea X wun conjunto aleatorio
compacto convezxo tal que E[|| X||] es finita. Enton-
ces,

EH[X] = blh EA[X] = 5*—hu11 EA[X]

Por tanto, podemos expresar la esperanza de He-
rer tanto en forma de interseccién de bolas como de
interseccién de semiespacios que recubren la espe-
ranza de Aumann. Como el calculo de la esperanza
de Herer, aun en casos sencillos, es muy engorroso
al involucrar la distancia entre cada par de puntos
del espacio, esto simplifica considerablemente su es-
tudio.

Como consecuencia, tenemos la solucién al pro-
blema planteado en la seccién anterior.

Corolario 3.1. Son equivalentes:

(i) Las esperanzas de Aumann y Herer son idén-
ticas.

(ii) El espacio subyacente tiene la Propiedad de la
Interseccion de Mazur.

La Propiedad de la Interseccion de Mazur (MIP)
significa que cada conjunto cerrado acotado conve-
x0 es la interseccion de una familia de bolas. Ma-
zur (1933) observo que la métrica euclidea tiene esa
propiedad, equivalente a la igualdad entre la envol-
vente por bolas y la envolvente convexa. Remitimos
al lector interesado en la MIP y su relevancia en

cuestiones de Anélisis Funcional Geométrico a la
revision [8].

Es conocido que la MIP es equivalente (en el
caso finito-dimensional) a que el conjunto £* sea
denso en la esfera dual. Por poner un ejemplo, en el
caso de R? eso corresponde a las normas cuya bola
unidad no tiene “puntas”.

Como los espacios de Hilbert tienen la MIP y
las bolas del espacio (R?, ||+ ||o0) son cuadrados, los
resultados obtenidos por Hess quedan clarificados.

Algunas otras consecuencias interesantes son las
siguientes:

Corolario 3.2. La esperanza de Aumann de un
conjunto aleatorio compacto convexo estd formada
exactamente por aquellos puntos que pertenecen a
la esperanza de Herer para todas las normas equi-
valentes.

Corolario 3.3. La esperanza de un elemento
aleatorio es el unico punto cuya distancia a cual-
quier otro punto (medida en una norma cualquiera)
es menor o igual que la distancia esperada del ele-
mento aleatorio a ese punto.

Demostracion. Cuando tomamos un conjun-
to aleatorio unipuntual, la esperanza de Aumann
se reduce, por definicién, a la esperanza habitual;
mientras que la esperanza de Herer se reduce a la
de Doss. Asi, el Teorema 3.1 nos dice que las espe-
ranzas de Doss son los puntos que estan en todas las
bolas que contienen a la esperanza. Obviamente, el
dnico punto que cumple esa condicién es la propia
esperanza. O

Todos los resultados anteriores son validos en un
espacio de Banach separable, sin mas que reempla-
zar la integral de Lebesgue por la de Bochner, mas
general. El Corolario 3.3 fue demostrado por Doss
en el caso de variables aleatorias, y por Bru, Heinich
y Lootgieter (1993) en el caso general [4].

Finalmente consideramos una acotacion de la es-
peranza de Herer vélida con la maxima generalidad
(conjuntos aleatorios cerrados acotados convexos en
un espacio de Banach separable).

Teorema 3.2. Sea X un conjunto aleatorio ce-
rrado convezo tal que E[|| X]||] es finita. Entonces,

blh EA[X] C Eg[X] C P*—hull blh EA[X].

En este enunciado, P* denota el conjunto de
funcionales de Mazur, es decir, aquellos elementos
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de la esfera dual que cumplen la siguiente propie-
dad:

s(y,blh A) = inf{s(y, B) | B D A, B es una bola}

para cualquier A. Esta es una nocion dual a la de
conjunto de Mazur introducida en [9].

De acuerdo con el Teorema 3.2 y otros resul-
tados obtenidos en el trabajo, se tiene la igualdad
Ey = blh E4 siempre que el conjunto P* deter-
(z,y)| para
todo punto x. Esto nos permite dar condiciones su-
ficientes sobre el espacio E para que se cumpla la
igualdad anterior.

Proposicion 3.1. La igualdad Eg = blh E4 se

mine la norma, esto es, ||z|| = sup,cp-

cumple bajo cualquiera de las siguientes condicio-
nes:

(a) El espacio dual E* es separable (p.ej. si E es
reflexivo).

(b) El espacio E es de Mazur (es decir, todo con-
junto cerrado acotado que no corta a un hiper-
plano estd cubierto por una bola que tampoco
lo corta).

(¢) La norma de E es poliédrica (es decir, alguna
seccion finito-dimensional de la bola unidad es
un politopo).

En los casos (a) y (c), se cumple ademds la igual-
dad Eg = H—hull E4 cuando se toma como H el
conjunto de los puntos débil* fuertemente expuestos
de la esfera dual.

Los puntos débil* fuertemente expuestos son
una de las multiples generalizaciones de los pun-
tos extremos al caso de un espacio dual infinito-
dimensional.

4. Comentarios finales

Los resultados que presentamos contienen por
tanto una acotacién de la esperanza de Herer entre
dos funciones de la esperanza de Aumann, vélida
generalmente; condiciones suficientes sobre E o so-
bre X que garantizan que Ex[X] es una envolvente
de E4[X]; y se han caracterizado los espacios en los
cuales las dos esperanzas son idénticas. Remitimos
al lector interesado en conocer mas detalles a los
trabajos [16, 17, 18] (véase también [19, Example
2]).

Para concluir, debo agradecer a aquellas perso-
nas de cuyos comentarios me he beneficiado des-
de que tuve resultados “ensenables™ Yukio Ogura,
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Christian Hess, José Pedro Moreno e Ilya Molcha-
nov; muy particularmente al profesor Ogura por in-
vitarme a la Universidad de Saga (Japén) en enero-
febrero de 2004.

También deseo dejar constancia escrita de mi sa-
tisfaccion y agradecimiento por el respaldo recibido
de la Fundacién Ramiro Melendreras a través de
su premio, que constituye un apoyo moral de gran
importancia a la labor de los jévenes investigadores.
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