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Abstract

In recent years, spatio-temporal modelling is becoming a crucial area of research related to the

statistical analysis of data arising from a wide variety of real applications in different fields such

as ecology, biology, geology, epidemiology, and environmental health, to name a few. All of these

fields treat with spatio-temporal data. From a statistical point of view, the data can be regarded as

realizations of random variables spread out in space and evolving in time. In this paper we provide

a brief introduction to the different types of spatio-temporal data.

Keywords: space-time geostatistics, space-time lattice data, space-time point processes

1. Introduction

El anélisis y la modelizacién de datos espacio-
temporales es un area de investigacién con enor-
me proyeccién en estadistica. Numerosas reunio-
nes cientificas celebradas recientemente se han de-
dicado en exclusividad a la modelizacién espacio-
temporal. Algunas de ellas nacieron en Espafia co-
mo las ya conocidas ediciones del METMA, cu-
yo acrénimo se refiere a la Modelizaciéon Espacio-
Temporal de Procesos Medioambientales. En con-
creto, la iltima edicién se celebré en Pamplona
(www.unavarra.es/metma3/). El lector interesado
puede leer las contribuciones de los ponentes invita-
dos en un volumen especial dedicado al evento (ver
Ugarte, 2007). En este volumen y también en las ac-
tas de la reunién (ver, Militino et al., 2006) se reco-
gen adema4s las interesantes aportaciones de los gru-
pos espanoles trabajando en este campo. Una mo-
nografia muy reciente sobre modelizacién espacio-
temporal es la editada por Finkenstédt, Held e Is-
ham (2007).

La modelizacién espacio-temporal se ha enten-
dido como una extensiéon del caso espacial. Por ello
es interesante recordar que en estadistica espacial
se distinguen tres tipos de datos (ver, por ejemplo,
Cressie, 1993): datos geoestadisticos o georreferen-
ciados (geostatistical data), datos en un enrejado o
datos en un area (lattice data), y datos de proce-
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sos puntuales (point processes data). En geoesta-
distica los datos se observan en s localizaciones de
un conjunto incontable D € R? donde d especifi-
ca la dimensionalidad del espacio. Tipicamente las
localizaciones se expresan en dos o tres coordena-
das espaciales. Por ejemplo, longitud, latitud, y/o
altitud. Las observaciones se toman en cada locali-
zacion y se consideran como una realizacién de un
proceso estocastico espacial denotado generalmente
por Z(s). El objetivo de la geoestadistica en aplica-
ciones reales es generalmente predecir el proceso en
nuevas localizaciones mediante técnicas de krigeado
(kriging). Este método permite realizar prediccio-
nes Optimas en nuevas localizaciones a partir de los
datos observados en las localizaciones muestreadas.
El método precisa del conocimiento de la funcién
de covarianza o del conocido semivariograma. Para
datos en un enrejado, la regién de estudio D es de
nuevo un subconjunto de R? pero contable. Es qui-
z4s més facil pensar en un nimero finito de areas
con vecindad bien definida. Las areas pueden estar
regular o irregularmente espaciadas. Las aplicacio-
nes mas importantes en este tipo de datos son de
tipo epidemiolégico, aunque también son comunes
las aplicaciones en estadistica oficial. En los pro-
cesos puntuales espaciales se considera al conjunto
D como una coleccién de sucesos aleatorios cuya
realizacién se llama proceso puntual. En otras pala-
bras, un proceso puntual espacial es una coleccion
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de sucesos aleatorios donde cada suceso indica la
localizacién de un evento de interés. A veces en ca-
da localizaciéon se observa una variable de interés o
marca. En este caso se habla de procesos puntuales
marcados.

Los datos espacio-temporales son, como su pro-
pio nombre indica, datos recogidos en el espacio y
que evolucionan en el tiempo. Un ejemplo ya clésico
en la literatura es el recogido en el articulo de Has-
lett y Raftery (1989). Se trata de un conjunto de
series temporales de velocidades medias del viento
en once estaciones meteorolégicas de Irlanda en el
periodo 1961-1978. El objetivo final del estudio es
predecir la capacidad de produccién de energia e6-
lica de Irlanda. Un ejemplo de naturaleza distinta
es el analisis de la evolucion espacio-temporal de la
mortalidad por cancer en Espana a nivel provincial
en los dltimos diez anos. En este caso, la variable de
interés es el nimero de casos de mortalidad anuales
por provincia y el objetivo es analizar la evolucién
en el tiempo del patron geografico de mortalidad
por cancer en Espana. Un tercer ejemplo que tam-
bién difiere de los dos anteriores se refiere al estudio
de contagios masivos como en el caso de la enferme-
dad de las vacas locas en el Reino Unido. Aqui es
de vital importancia analizar la distribucién espa-
cial de la epidemia conjuntamente con su evolucién
temporal (ver Diggle, 2007). Los tres ejemplos cita-
dos representan, en este orden, a tres tipos de datos
espacio-temporales: datos geoestadisticos o georre-
ferenciados, datos en un enrejado o datos de area,
y datos de procesos puntuales. Observemos que los
tipos de datos considerados conservan los nombres
surgidos del campo de la estadistica espacial, con la
salvedad de que ahora se considera ademas una nue-
va variable: el tiempo, y por tanto, es conveniente
anadir a los tipos de datos anteriores el calificativo
de espacio-temporales.

Los casos reales citados son tan solo tres ejem-
plos de un campo de aplicaciones cada vez mas
abundante. Desde el punto de vista estadistico es
claro que disponemos de observaciones que no son,
en general, independientes. En el Reino Unido se
infectaban mas facilmente las granjas proximas a
otras ya infectadas, si bien es cierto también que en
determinadas ocasiones las infecciones se producian
en granjas mas lejanas entre si pero con caracteris-
ticas similares. La posible dependencia de las ob-
servaciones en tiempos cercanos debe también con-

templarse en los posibles modelos.

Desafortunadamente, las herramientas estadis-
ticas necesarias para el andlisis de datos espacio-
temporales no estan tan desarrolladas como los mé-
todos de analisis de datos espaciales y de series tem-
porales por separado. A continuacion describimos
algunos avances realizados, sin 4nimo de ser exhaus-
tivos, tarea que resultaria demasiado compleja dada
la enorme actividad reciente en este campo.

2. Geoestadistica espacio-temporal

La extensién de los datos geoestadisticos espa-
ciales al caso espacio-temporal no es inmediata. Se
pueden destacar dos aproximaciones posibles: la pri-
mera aproximacién se refiere a la utilizacién de mo-
delos inicialmente disenados para el analisis de da-
tos espaciales o temporales. Esta aproximaciéon no
permite modelizar completamente la posible depen-
dencia espacio-temporal de los datos. La segunda
aproximacién utiliza una funcién aleatoria espacio-
temporal que permite considerar interacciones en-
tre el espacio y el tiempo. Es claro que esta segunda
aproximacion es méas adecuada y es la que discutire-
mos aqui brevemente. En este enfoque se considera
que las observaciones son una realizacién parcial de
una funcion aleatoria espacio-temporal tipicamente
Gaussiana del tipo

Z(s,t), (s,t) € R xR

Aqui, de nuevo s se refiere a la localizaciéon espacial
y t al tiempo. Normalmente se asume que existen los
momentos de segundo orden de la funcién aleatoria
y que son finitos.

En numerosos estudios el objetivo fundamental
es la predicciéon espacio-temporal. La utilizacion del
método del krigeado en este contexto descansa en
definir apropiadamente una estructura de covarian-
za espacio-temporal. Gran parte de la investigacion
desarrollada en geoestadistica espacio-temporal tie-
ne que ver con la construccién de modelos de co-
varianza validos y lo suficientemente flexibles (ver,
por ejemplo, Cressie y Huang, 1999; Gneiting, 2002;
Stein, 2005; Gneiting, Genton y Guttorp, 2007). La
covarianza entre Z(s1,t1) y Z(s2,t2) depende uni-
camente de las coordenadas espacio-temporales si
no se realizan hipotesis adicionales. En ocasiones
es interesante que las funciones de covarianza satis-
fagan ciertas hipotesis como las de separabilidad,
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simetria completa, y estacionariedad. Estas hipote-
sis facilitan, en general, el célculo de las funciones
de covarianza.

Se dice que Z tiene una funcién de covarianza
separable si existe una funcién de covarianza estric-
tamente espacial, que denotaremos por Cs y una
funcién de covarianza soélo temporal, Cr de modo
que se verifica lo siguiente

COoV [Z(Sl,tl), Z(Sg,tg)] = Cs(sl, S2)CT(t1,t2)

V(Sl,tl) y (Sg,tg) S Rd X R

En términos computacionales esta propiedad es
muy interesante aunque tiene el inconveniente de
que en muchos problemas préacticos es dificilmente
justificable. Existen numerosos trabajos que propo-
nen tests que contrastan la hipotesis de separabili-
dad. Tres de los méas recientes son: Mitchell et al.
(2005), Scaccia y Martin (2005) y Fuentes (2006).

Una, funcién de covarianza es completamente si-
métrica si

COov [Z(S1, t1), Z(Sg,tg)} = COV [Z(S1, tQ), Z(Sg,tl)}

V(Sl,tl) y (Sg,tg) c Rd X R
La separabilidad es un caso particular de la simetria
completa, de modo que aquellas estructuras de co-
varianza que no sean completamente simétricas no
pueden ser separables.

Por ultimo, una funcién de covarianza espacio-
temporal es espacialmente estacionaria si depende
de las localizaciones s; y s soélo a través de su dife-
rencia s; —sg, y es temporalmente estacionaria si de-
pende de los tiempos de observacion sélo a través de
su diferencia t; —to. Si un proceso espacio-temporal
tiene funcién de covarianza espacial y temporalmen-
te estacionaria se dice que el proceso tiene funcién
de covarianza estacionaria. Cuando esta hipotesis
se verifica, existe una funciéon C definida en R? x R
que verifica

COoV [Z(Sl,tl), Z(Sz,tz)] = C(Sl — Sg,tl — tg)

Se pueden encontrar contrastes sobre estacionarie-
dad en el trabajo de Fuentes (2005).

En resumen y como hemos comentado, las pre-
dicciones con procesos espacio-temporales descan-
san en definir funciones de covarianza adecuadas y
lo suficientemente flexibles que permitan contem-
plar formas complicadas de interaccién entre el es-

pacio y el tiempo. En la practica se suele requerir
que se satisfagan algunas hipétesis como separabi-
lidad, simetria completa o estacionariedad que fa-
cilitan los céalculos desde un punto de vista compu-
tacional.

3. Modelos de area espacio-tempora-
les

Los modelos a nivel de 4rea se aplican con éxi-
to en el campo de la representacion cartografica de
enfermedades (disease mapping). Aqui vamos a pre-
sentar brevemente los modelos mas utilizados en es-
te campo. En el caso estrictamente espacial, uno
de los modelos mas utilizados es el de Besag, York
y Mollié (1991), que llamaremos BYM. Existen en
la literatura algunos modelos alternativos y repara-
metrizaciones de este mismo modelo que permiten
contrastar la presencia de dependencia espacial de
modo sencillo. Ver, por ejemplo, Dean, Ugarte y
Militino (2001) y Ugarte, Ibafez y Militino (2005,
2006).

Los modelos espacio-temporales que se presen-
tan como una extensiéon a BYM se construyen de
forma jerarquica. Supongamos que disponemos de
una region subdividida en S unidades geograficas (la
regién puede ser una provincia y las subdivisiones
zonas bésicas de salud) y con datos de mortalidad
por cancer en los anos t =1,...7.

El primer nivel de la jerarquia es comtn a todos
los modelos y asume que, condicionando al riesgo
relativo subyacente denotado por rg¢, el nimero de
casos de mortalidad Zs; en el area s y en el pe-
riodo ¢ sigue una distribucién de Poisson de media
st = €stTst. Es decir,

Zst|7’st ~ P(,Ufst = estrst)a log(ﬂst) == log(est) + bst;
(3.1)
s=1,...,5,

t=1,...T

PR )

donde eg; es el nimero esperado de casos de morta-
lidad en el area s y en el periodo ¢ y bs; = log(rs).
Los modelos difieren en el segundo nivel de la jerar-
quia, que permite modelizar la dependencia espacio-
temporal de diversas maneras. Vamos a presentar
aqui algunas ideas posibles.

Modelo 1. La parte temporal es lineal, y la
evolucién temporal de los riesgos es la misma pa-
ra todas las areas. El segundo nivel de la jerarquia
viene dado por
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bt = o+ us + vs + St (3.2)

donde « es la tasa global y us y vs son efectos aleato-
rios que recogen la dependencia espacial y la varia-
bilidad no espacial (heterogeneidad no estructura-
da), respectivamente. (3 es la tendencia media tem-
poral de todas las areas. Para los efectos aleatorios
espaciales se asume una distribucion de tipo CAR
(Conditional Autoregressive) cuya distribucion con-
junta es u = (u1,...,us) ~ N(0,02Q7). Aqui Q
es una matriz de vecinos y Q™ indica la matriz in-
versa generalizada Moore-Penrose. El elemento dia-
gonal s-ésimo de Q viene dado por el nimero de
vecinos del area s-ésima y para s # j Qsj = —1sis
y j son areas vecinas, y toma el valor cero en otro
caso. Los efectos aleatorios vs que recogen la varia-
bilidad no espacial siguen una distribucién aleatoria
del tipo vs ~ N(0,02).

Modelo 2. En este modelo se permiten distin-
tas ordenadas en el origen en los distintos periodos
temporales (ver Knorr-Held y Besag, 1998). Este
modelo puede ser apropriado cuando el ntimero de
periodos temporales es pequenio. El segundo nivel
de la jerarquia se especifica asi

bst = o + us + v, (3.3)

donde oy es el efecto del periodo ¢, y us y vs se
definen como en el modelo anterior.

Modelo 3. Este modelo se debe a Bernardinelli
et al. (1995). La componente temporal es lineal pe-
ro el modelo incluye interaccién espacio-temporal.
El segundo nivel de la jerarquia es

bt = a4 us + v, + (ﬂ + 68)757 (34)

y ahora, 05 es la diferencia entre la tendencia espe-
cifica del area y la tendencia media §. Ademas se
supone que d5 ~ N(0,0%).

Modelo 4. Este modelo es mas sofisticado. El
efecto temporal se incluye también como un efecto
aleatorio. El segundo nivel de la jerarquia es

bst = a+ us + vs + B + dst, (3.5)

donde « es la tasa global, us y vy se modelizan co-
mo en el modelo 1, y G; es el efecto aleatorio de
la tendencia temporal. Aqui se considera un paseo
aleatorio de primer orden como distribucién a prio-

ri de los efectos temporales (Knorr-Held, 2000; Ri-
chardson et al., 2006). Es decir, una versién unidi-
mensional del modelo CAR espacial con matriz de
adyacencias W definida de forma andloga a Q y
que define como vecinos temporales del periodo t
a los periodos t — 1 y t + 1. Obviamente el primer
y ultimo periodo s6lo tienen un vecino. Asi, 8 =
(Bi,-.. Br) ~ N
¢st representan la interaccién espacio-temporal y su
distribucion viene dada por ¢s; ~ N(0,07).

(0,05W ™). Los efectos aleatorios

Si los modelos anteriores se ajustan desde un
punto de vista completamente Bayesiano, enfoque
muy comin en el campo de la representacion car-
tografica de enfermedades, hay que especificar las
distribuciones a priori de los parametros del mode-
lo. Asi, siguiendo las indicaciones de Wakefield et
al. (2000), es comun utilizar distribuciones gamma
del tipo T'(0,5,0,0005) para los parametros de pre-
cision 7, = 1/02, 7, = 1/02, 75 = 1/02, 75 = 1/03
y1s =1 /035' Para los efectos fijos suele asumir-
se a, ay x 1y 3 ~ N(0,10°). De todos modos,
es importante realizar estudios de sensibilidad a las
distribuciones a priori. Los modelos se ajustan utili-
zando métodos MCMC (Markov Chain Monte Car-
lo). Ver, por ejemplo, Gilks, Richardson y Spiegel-
halter (1996).

Si los modelos se tratan desde un punto de vis-
ta empirico-Bayesiano es comtun utilizar técnicas
de verosimilitud aproximadas como PQL (Penali-
zed Quasi-likelihood), que popularizaron Breslow y
Clayton (1993). Un analisis del comportamiento de
esta técnica en datos con dependencia espacial pue-
de verse en Dean, Ugarte y Militino (2004).

4. Procesos puntuales espacio-tempo-
rales

Esta seccion trata del analisis de datos del ti-
po (si,t;), ¢ = 1,...,n, donde cada s; denota la
localizacion geografica del dato y t; el tiempo de
ocurrencia del suceso de interés. Se asume que se
dispone de todos los sucesos ocurridos en una de-
terminada regién espacial D y en un intervalo de
tiempo especificado (0, 7). Un conjunto de datos de
este tipo se llama patrén puntual espacio-temporal
y al modelo estocastico subyacente se le denomina
proceso puntual espacio-temporal.

En el anélisis de este tipo de datos es importante
distinguir si los sucesos individuales (s;, ;) ocurren
en un espacio-tiempo continuo o se considera que
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la escala temporal es o bien naturalmente discre-
ta o se discretiza considerando sé6lo los sucesos del
patron espacial agregado sobre una secuencia de pe-
riodos de tiempo discretos. Los métodos utilizados
para el analisis difieren segtn los tres casos anterio-
res. Es decir, no existen por el momento métodos
genéricos de andlisis de procesos puntuales espacio-
temporales. Una interesante revision sobre métodos
y aplicaciones de este tipo de procesos puede verse
en Diggle (2007) y en las referencias ahi citadas.
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