Multiplicateurs compacts

Gilbert Muraz

Résumé
Une caractérisation des sous-ensembles (invariant par translation) relativement
compacts dans les L'(G)-modules permet de montrer que les multiplicateurs
compacts entre LI(G)—modules sont presque-périodiques. Une condition nécessaire
et suffisante est donnée pour que la réciproque soit vraie. Un théoreme de
décomposition est obtenu, en particulier pour les opérateurs subordinatifs
compacts.

Abstract

A characterization of the relatively compact subsets (translation invariant)
in the L'(G)-modules allows to prove that the compact multipliers of L(G)-
modules are almost-periodic. A necessary and sufficient condition is given
in order that the converse is true. A decomposition theorem is obtained, in
particular for the subordinative compact operators.

Introduction

Une étude complete des multiplicateurs compacts entre les espaces LP(G),
1 < p < +o0,0u G est un groupe localement compact, est donnée dans divers articles
de G. Crombez [C3], G. Crombez et W. Govaerts [C/G3] en particulier 'opérateur
Hy associé a 0 € LP(G) définie par Hpf = f * 0 est un opérateur compact de L' (G)
dans LP(QG) si et seulement si 6 est presque-périodique.

De nombreux auteurs ont étudié les multiplicateurs compacts dans des cas particuliers
entre ensembles de fonctions ou de distributions définies sur le groupe G, par exemple :
[A], [Ba/G], [Ba/Pi], [C1,C2,C3], [C/G1,C/G2,C/G3], [Dun/Ral, [Fe], [Fr], [Ka],
[Kr], [P/Te2] et [S].
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Les résultats obtenus pour les algebres de Segal dans [P/Tel], [Tel, Te2] se
généralisent aux algebres de Banach commutatives semi-simples régulieres [Da/Mul].

L’étude présente, placée dans le cadre abstrait des L'(G)-modules (G localement
compact abélien), permet de préciser la connexion entre multiplicateurs compacts
et multiplicateurs presque-périodiques ainsi que leur existence.

La théorie générale des L!'(G)-modules, en particulier des éléments presque-
périodiques, s’applique a l’ensemble des multiplicateurs qui a naturellement cette
structure.

Des rappels de cette théorie donnée dans [Da/Mu2| font 1'objet d’une premiere
partie.

La propriété d’approximation (p.a.) pour les espaces de Banach étudiée dans
[L/Tz] nécessite une bonne connaissance de ses sous-ensembles compacts. Le cas des
L'(G@)-modules est traité dans une deuxi¢me partie.

Enfin, la troisieme et quatrieme partie donnent les résultats obtenus pour les
multiplicateurs et les opérateurs subordinatifs compacts.

1 Définitions et notations

La terminologie et les notations de [Da/Mu2] sont reprises ici.

1.1 Généralit és

Soit G un groupe abélien localement compact et LP(G) (1 < p < +o00)les espaces
de Banach habituels définis avec la mesure de Haar dz de G. Un espace de Banach
E est appelé :

— G-module §’il existe une représentation de groupe L de G dans le groupe des
isométries de E vérifiant Ly = I (identité) et L4, = L, L,.

— LY(G)-module s'il existe une représentation d’algebre T (continue) de L'(G)
dans I'ensemble L£(E, E) des applications linéaires bornées de E dans E vérifiant

e 771 < £l

e Tt., = TyT, ou x représente le produit de convolution dans L'(G). Pour e dans
E, Ty(e) est aussi noté f *e.

Un L'(G)-module E est dit & translation compatible si E est aussi un G-module
avec L, Ty =TsL, =Ty, ou fu(y) = f(y — x).

Le sous-espace de Banach {e € E, |[L,e —e¢| — 0, z — 0} des éléments
continus d’un G-module posseéde une structure de L'(G)-module compatible donnée
par (f,e) — fxe = [ o Lyef(x)dr. De méme le sous-espace de Banach L'(G) x
E, appelé partie essentielle du L'(G)-module E a une structure de L'(G)-module
compatible; la “translation” est donnée par, si e = f *x e, Ly,e = f, *x e;. Dans
un L'(G)-module avec translation compatible les sous-espaces de Banach suivants
coincident :

Eos={f*e, fELYG), ec E}={c€E, lm pq * € = e}
ot {ta }a est une unité approchée bornée de L'(G) (u.a.b.),

=E,={eckE, lim L,e = e}.
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Dans la suite, tous les L!(G)-modules considérés seront a translation compatible.

1.2 Spectre d'un élément

Le spectre (de Beurling) d'un élément e d'un L'(G)-module est le sous-ensemble
fermé de T = G, groupe dual de G, définit par Sp(e) ={y €T, f(”y) = 0 pour tout
f e 1.} on I, est Vidéal de LY(G), I, = {f € LY(G), f e = 0} et f la transformée
de Fourier de f.
implique que le sous-espace E. des éléments de E a spectre compact est dense dans
FEoss si E est non-dégénéré.

Le sous-L'(G)-module E. des éléments (non-dégénérés) admettant un spectre
contenu dans {7}, appelé sous-module propre associé a v, vérifie :

E,={e€ E,Sple) C {y}} =
{ecE, fxe=f(y)e, Vfe LG} ={e € E, Lye=(v,x)e, Vz € G}.

Le sous-espace des éléments a spectre fini (ou vide) engendré par les E., v € I, est

noté Fgy, = U @,erEy, o F est 'ensemble des parties finies de I
FieF
Cet ensemble joue un role important dans I'étude des éléments presque-pério-

diques.

1.3 Eléments presque-p ériodiques

La définition de la presque-périodicité peut-étre donnée par le résultat suivant :

THEOREME FONDAMENTAL (C. Datry, G. Muraz ([Da/Mu2], 1)) . — Un
élément e d’un L'(G)-module est dit presque-périodique s’il vérifie 'une des conditions
équivalentes suivantes :

i) {Lye, x € G} est relativement compact.
ii) {fxe, f € LYQ), ||flli <1} est relativement compact (I'application de
LY(G) dans E, f +— f e est compacte).
iii) L’application de G dans E : x + Lye, est continue pour la topologie du
compactifié de Bohr G, restreint a G.
iv) e appartient a I'adhérence de Fgy,.

La propriété i) implique que le sous-espace de Banach AP(E) des éléments
presque-périodiques de F est aussi un L'(G)-module essentiel avec translation compatible ;
la translation pour T € G est encore notée Lz et 'action de L'(G) sur AP(E) ¥ ; par
exemple si {15} est une w.a.b. dans L*(G) a support compact dans I'y (donc fini), e
presque-périodique vérifie limg pgke = e, ce qui implique ), c’est-a-dire AP(E) =
Egn.

L’ensemble Ej, conditionne I'existence d’éléments presque-périodiques ; par exemple
dans le cas L™(G), Egy, correspond a l'espace des polyndmes trigonométriques; si
G n’est pas compact LP(G), 1 < p < +o0 n’a pas d’élément presque-périodique non
nul.
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1.4 Transformation de Fourier ergodique et d éveloppement de Fourier-
Bohr

Soit {0a}e un “filet de Reiter” [R], c’est-d-dire un filtre d’éléments de L'(G)
vérifiant :

¢ [|oal = freq oal®)dr = 64(0).

o lim, ||, *  — fi(0)04|1 = 0 pour tout p € M(G) (u € LYQG)).

Par exemple pour G =R o, = lX[O o(x) oupour G =7 o0, = i i 0.

Un élément e de £ admet un tmnsforme de Fourier ergodique en vy 6 F si le filtre
M,0, x ¢ admet une limite, notée e~ (7y) dans E, ot (M,0,)(x) = (v, z)oa(x).

D’apres la définition de {04}, si e2(7) existe, pour tout f dans LY(G), (fxe)>(7)
existe aussi avec (f % e)2(y) = f(7)e2 (), ¢’est-d-dire e®(7) est dans E,.

Le sous-espace de Banach de ces éléments est noté Egg~ et les éléments de

Eey = (N E, sont appelés totalement ergodiques. Cet espace contient AP(E) et
yel’

pour les éléments presque-périodiques la transformation de Fourier ergodique et le
développement de Fourier-Bohr coincident c’est-a-dire

e (v) = /E B Leedz = e'(7).

2 Sous-ensembles compacts et propri  été d’approximation

2.1 Une propri été de régularit é

La propriété de régularité a 'infini sur I'; vérifiée par les ensembles relativement
compacts est a rapprocher de la condition de Prokhorov [V-M] vérifiée par les
ensembles de mesures compacts pour la topologie étroite.

THEOREME . — Un ensemble K relativement compact, contenu dans la partie
essentielle d'un L'(G)-module E vérifie les conditions suivantes :
i) Pour tout € > 0 il existe un compact C de I' tel que pour tout e € K, il
existe ec vérifiant

Sp(ec) C C

le —ecl| <e.

ii) Pour tout unité approchée bornée {jin}a € L'(G)

limsup ||pa * e —e|| = 0.
® eeK

Démonstration. — Pour des ensembles bornés ces deux conditions de régularité
sont évidemment équivalentes; il suffit de considérer une u.a.b. {4 }o ot les fi, sont
a support compact C, dans I'. Les éléments u, * ¢ ont des spectres contenus dans
C, ce qui montre que %) implique 7).
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Pour un ensemble borné ne contenant que des éléments ayant des spectres contenus
dans un méme compact, la condition i) est réalisée ce qui prouve la réciproque.

La propriété des réverberes pour les ensembles relativement compacts assure
'existence, pour € > 0 fixé, d’'un nombre fini d’éléments {e;} i =1,...,n de K tel
que

K c | J{e, |le —eill <e/2}.
i=1

Pour tout 7, e; étant un élément de Feg, il existe un compact C; de I' et un élément
ec; avec Sp(ec,;) C C; et ||e; — eq,|| < &/2 ce qui implique

K c | J{e, |le—ec,|| <e} et Splec,) c C; Cc | Ci=C.

i=1 =1

La traduction de cette “équicontinuité a I'infini” n’est évidemment valable que si K
est contenu dans la partie essentielle, ensemble des éléments “continus”.

En utilisant les propriétés des éléments presque-périodiques rappelées ci-dessus,
comme AP(FE) est aussi un L'(G)-module et comme le groupe dual de G est 'y, les
compacts de I'y sont les ensembles finis; le résultat peut s’écrire :

COROLLAIRE . — Soit K un ensemble relativement compact d’éléments presque-
périodiques ; pour tout € > 0 il existe v1,...,7v, € I' tels que pour tout e € K il
existe e. € @ E., avec |le — e.|| < e.

Remarque. — Comme précédemment cette condition peut s’énoncer : pour toute
wa.b. {ug}s de L'(G), limsup |Jug¥e — e|| = 0.
B eeK

2.2 Propri été d’approximation (p.a.)

Dans la théorie générale des espaces de Banach la propriété d’approximation
suivante est importante, notamment pour ’étude des opérateurs compacts [L/Tz] :
un espace de Banach X a la propriété d’approximation (p.a.) si pour tout compact
K C X et pour tout € > 0, il existe un opérateur de rang fini de X dans X tel que
|Tx — x| < e pour tout x dans K.

Dans un L'(G)-module, si le sous-L'(G)-module formé des éléments dont le
spectre est contenu dans un compact C est noté E(C) = {e € E,Sp(e) C C},
I’application des résultats précédents donne :

COROLLAIRE . — F, vérifie p.a. si et seulement si pour tout compact C' de T,
E(C) vérifie p.a.

COROLLAIRE. — AP(FE) vérifie p.a. si et seulement si pour tout v € I', E,
vérifie p.a.

Dans ce dernier résultat, il est a remarquer que si pour tout v, dimE, <
+00, AP(E) vérifie p.a.
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2.3 Compact invariant par translation

Un ensemble compact invariant par translation contenant 1’orbite de tous ses
éléments, est contenu dans AP(F). La caractérisation suivante découle des résultats
précédents :

THEOREME . — Soit K une partie invariante par translation de la boule unité
d’un LY(G)-module. Une condition nécessaire pour que K soit relativement compacte
est : pour tout € > 0 il existe vy, ...,7, € I tels que pour tout e € K, il existe

e € DL By, lec] <1 et fle—ecf| <e.

Cette condition est suffisante si dim ., < +o0, pour tout v € I'.

Il est a remarquer que cette derniere condition est encore suffisante si I’hypothese
invariante par translation est remplacée par contenue dans AP(E).
Une conséquence immédiate est ([P/Tel], [Da/Mul]) :

COROLLAIRE. — Tout sous-L'(G)-module (ou sous G-module) de dimension
finie est contenu dans un espace de la forme ®;crE.,, F fini.

Une application directe est le résultat classique suivant [C3], [Da/Mul], [P/Te2]
et [Tel] :

Les espaces LP(G), 1 < p < 400, les algebres de Segal définis sur un groupe
G localement compact abélien, non compact, ne contiennent pas de sous-espace
invariant par translation de dimension finie autre que {0}.

L’existence de tel sous-espace dans F est ramené au meéme probleme dans E .

3 Multiplicateurs compacts

Dans l'espace des opérateurs bornés L(E, F'), les sous-espaces Hg(F, F') de G-
homomorphismes et Hp1 (¢ (E, F) des L' (G)-homomorphismes ne sont pas les mémes
et I’équivalence de ces deux notions fait partie du folklore du sujet.

Pour éviter toute ambiguité, un opérateur borné de E dans F' est appelé multiplicateur
s'il est a la fois un L'(G)-homomorphisme et un G-homomorphisme ; leur ensemble
noté M(E,F) = Hpe(E, F) N Hg(E,F) est un L'(G)-module avec G-action
compatible.

Pour cette étude, le résultat suivant donné dans [Da/Mu2] permet de préciser cet
ensemble : soient E et F' des L'(G)-modules avec translation compatible, F essentiel ;
Hiie) (E, F) est contenue dans He(E, F), avec égalité si I est non dégénéré.

Si I'ensemble des multiplicateurs compacts est noté C(M(E, F)), le résultat
annoncé s’écrit :

THEOREME. — Soit E et F deux L'(G)-modules avec translation compatible ;
tout multiplicateur compact est presque-périodique :

K(M(E,F)) C AP(M(E,F)).
Si pour tout v € I, les sous-espaces F, sont de dimension finie

K(M(E, F)) = AP(M(E, F)).
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Comme les espaces M(E, E), peuvent s’identifier a L(E, E,), le développement
de Fourier-Bohr s’écrit :

COROLLAIRE. — Soit T' un multiplicateur compact d’un LY(G)-module E avec
translation compatible; pour tout v € I' il existe T"(y) € K(M(E, E,)) telle que
T = lim > T"(y)

FieF 7

ou F est I'ensemble des parties finies de I

Démonstration du théoreme. — Soit T € K(M(E,F)); pour tout e € E,
lorbite {L,Te, x € G} de son image est relativement compact ; pour tout v € L'(G),
l'opérateur noté v¥T défini par e — v¥T'(e) est un multiplicateur compact de E
dans AP(F) C F; en particulier si {ug}s € L'(G) est une w.a.b. dans L'(G) a
support compact (donc fini) dans I'y, les multiplicateurs pg¥7" sont & spectre fini.
La compacité de T implique, en utilisant les résultats sur les ensembles relativement
compacts :

lim sup ||pg*T'(e) — Te|| = lim ||us*T —T'|| =0
B ecE~e||<1 B
c’est-a-dire T' € M(E, F)g, = AP(M(E, F)). Si pour tout v € I, les sous-espaces
F, sont de dimension finie, tout multiplicateur admettant un spectre fini est compact
c’est-a~dire
M(E, Fgy CK(M(E,F)) C AP(M(E,F))

et par densité M(E, F)gy = K(M(E, F)) = AP(M(E, F)).

Remarque. — L’hypothese sur la dimension de F, n’est pas nécessaire pour
avoir 1’égalité. Par contre une condition nécessaire et suffisante pour que
KM(E,F)) = AP(M(E,F)) est pour tout v € I', M(E,F,) C K(M(E,F,))

ou encore :
Pour tout v € T" tel que M(E, F,) # {0}, dim F, < 4o0.

C’est le cas général des exemples classiques de fonctions mesures ou distributions (a
valeurs complexes) définies sur G.

Pour F' = B(G), espace des fonctions bornées muni de la norme de la borne
uniforme, G. Crombez montre ce résultat, G pas forcément commutatif [C3].

Remarque. — Dans le méme sens, un multiplicateur compact est limite d’opéra-
teurs de rang fini si et seulement si la propriété est vraie pour les éléments de
K(M(E, F,)) ou encore pour tout v tel que M(E, F,) # {0}, F, a la propriété
d’approximation.

Pour des algebres de Segal définies sur un groupe abélien compact ce résultat est
obtenu dans [P/Te2].

L’équivalence entre (M (E, F')) et K(M(E, AP(F))) montre que 'existence de
multiplicateurs compacts dépend de AP(F).
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Le cas E = L'(G) correspond en fait & la définition des éléments presque-
périodiques donnée dans les rappels :

K(M(LY(G), B))) = K(M(LY(G), AP(E))) = AP(E).

En particulier M(L'(G),AP(E)) # AP(E) et d’'une fagon générale, comme le
montre la démonstration du théoreme précédent M(E, AP(F')) est 'adhérence pour
la topologie forte d’opérateurs de M(E, AP(F))a,. L’application identité de AP(E)
dans AP(FE) peut étre limite pour la topologie forte d’opérateurs, de multiplicateurs
compacts sans étre compacte (dim AP(E) infinie).

4 Opérateurs subordinatifs

Parmi les multiplicateurs dans les L!'(G)-modules les opérateurs subordinatifs
([Be], [Be/Mu], [Ma], [Mu 1,2,3]) représentent une classe d’opérateurs intéressante.
Dans un L'(G)-module un opérateur T est dit subordinatif si pour tout e € F,
I'image T'e appartient au sous-espace fermé engendré par L*(G)x*e. Pour les éléments
de la partie essentielle de F cette définition correspond a la définition plus classique
c’est-a-dire Te € V., = {¥ \iLy,e} puisque les deux sous-espaces {3 AiLe} et

{L'(G) * e} coincident. Ces opérateurs sont des L' (G)-homomorphismes ([Be], [Be/Mul],
[Mu 1,2]) c’est-a-dire si E est essentiel et non dégénéré, des multiplicateurs. Ces
opérateurs vérifient le théoreme de représentation :

THEOREME. — Soit T un opérateur subordinatif de E dans E ; il existe une
fonction bornée @r(7y) de I' dans C telle que pour tout e € Eey, pr vérifie

(Te)>(7) = pr(v)e” (7).

Démonstration. — L’image (Te) d'un élément totalement ergodique e par un
opérateur subordinatif est encore totalement ergodique puisque Fey est un L'(G)-
module (L'(G) * Eerg C Eerg)-

Pour un élément e de E, le sous-espace L'(G) * e s’identifie avec (C - e); T'(e)
est un multiple de e.

Soit e; et ey (non nuls) dans £, ; il existe A1, Ag et A3 vérifiant

T(el) = )\161, T(eg) = )\262, T(€1 + 62) = )\3(61 + 62) = )\161 + )\262,

c’est-a-dire (A3 — A1)er = (A2 — A3)e.
14 p

. )\g,u
Si ey = 0), A = 228 — Ny (—5).
bea = piea(pn 7 0) A o 3(14—#)

Si €9 ¢ C- €1, )\3 — )\1 = )\2 — )\3 = 0 c’est-a-dire )\1 = )\2 = )\3.
En restriction a F,, il existe A, € C avec Te = Aje pour tout e € E, et
A <)
En posant @7 ()=, il suffit pour démontrer le théoreme de vérifier, pour e€ Eeyg,
I’égalité
(Te)*(7) = er(1)e®(7).
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Soit € € Ferg et {04} un filet de Reiter; le calcul de (T'e)>(7y) est donné par :
(Te)*(7) = im(My0q * Te) = THm(M,o, % €) = T(e (7)) = M e (7).

En fait, le raisonnement précédent montre que si 7' est subordinatif et si e € Egg
alors (Te)?(v) existe avec (Te)>(7y) = or(v)e” (7). La réciproque est vraie.

THEOREME. — Soit T subordinatif et e € E ; si (T'e)>(v) existe non nul, e~ ()
existe aussi, non nul, avec (Te)>(7y) = or(y)e” (7).

Démonstration. — Soit e € E, {f,}n € L'(G) avec lim, f, x e = Te et {04}a
un filet de Reiter. Par hypotheése (T'¢)® () est obtenu par :

(Te)A(’y) = lim(M,0,) *x Te = liam lign(fn * Myog *€).
Les inégalités suivantes sont immédiates :
IMy00xTe— fu(r) Myoaxell < | Te— fuxell | Myoall 4+ Myoa fo— ful7) Myoall lle],

|Myoa*Tel| | || Te—foxell | el [Myoa* fo— fn(v)MwaH.
| fa(7)] | fa(7)] | fa(7)]

Les propriétés générales d'un filet de Reiter impliquent :
— Si {fn}n admet une sous-suite convergente vers A\ :

|M,00 % el <

(Te)>(y) = lm(M,04 * Te) = Alim Myoq * € = e (7).

— Si {fu}n n’admet pas de sous-suite convergente, | f,(v)| tend vers +oco :

I[(Te)Z)N + [ITe = foxe]
[fn(7)]

v) = 0 ce qui entraine (T€>A(’7) =0

liorén | Mo * e <
c’est-a-dire lim | M,o4 x e|]| = 0 ou encore e(
d’apres le résultat précédent.

En restriction aux espaces E, les opérateurs subordinatifs sont des multiples de
I’identité ce qui donne le théoreme de décomposition spectrale :

THEOREME. — Soit T un multiplicateur subordinatif compact du L' (G)-module
E avec translation compatible; il existe une fonction bornée o1 bornée par ||T|| de
I' dans C telle que
T =1m} _er(v)l,
‘F
Fi
ou F est ’ensemble des parties finies de I' et I, un multiplicateur projection de E
sur B, si or(y;) # 0(dim E,, < 400).

Les sous-espaces E,, étant de dimension finie si () # 0, les I, sont de rang
fini.

COROLLAIRE. — Tout multiplicateur subordinatif compact est limite de multiplicateur
de rang fini.
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Démonstration du théoreme. — Un multiplicateur subordinatif compact étant
presque périodique il est totalement ergodique et pour tout v € T', T () existe avec
T2(y)(e) = (Te)>(7y). D’apres le théoréme de représentation, il existe ¢r bornée
7]l < [IT']| avec

(Te)>(7) = pr(y)e”(y) si or(y) #0.

De plus si T4(7y) n’est pas nul, c’est-a-dire pr(y) # 0, I, = goT;(w)TA(FY) est une
projection compacte sur E, ; E, est de dimension finie.

Suivant les topologies considérées sur F' et sur L(F, F') il existe plusieurs notions
de compacité ou de presque-périodicité.

Les méthodes ergodiques utilisées ne s’appliquent pas aux éléments faiblement
presque-périodiques. Un élément faiblement presque-périodique (pour la topologie
o(E, E")) est encore totalement ergodique et se décompose en une partie presque-
périodique et une partie dégénérée admettant une transformation de Fourier ergodique
nulle ([E], [Da/Mu2], II).

Le cas F = F = L*(G) montre que les théorémes précédents ne se généralisent
pas aux multiplicateurs faiblement compacts et aux multiplicateurs faiblement pres-
que-périodiques ; M(L*(GQ), L*(G)) s’identifiant & L°°(T), tout multiplicateur est
faiblement compact et si p(y) € L>(I') 'ensemble {(y,z)¢(y),z € G} n’est pas
relativement compact pour la topologie de dualité avec le dual (L>(I"))".
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