Triangle de Pascal, complexité et automates™

Jean-Paul Allouche Valérie Berthé

1 Introduction

A quoi reconnait-on qu’une suite est plus ou moins “compliquée” ? Une des tra-
ductions mathématiques de ce terme vague consiste a compter les facteurs ou blocs
qui apparaissent dans cette suite, (voir par exemple [2]). Il y a naturellement bien
d’autres approches possibles, qui dépendent en particulier a la fois des applications
qu’on a a l’esprit ... et des quantités que I'on sait calculer ou estimer pour une suite
donnée. La méme question peut aussi se poser pour une suite a deux (ou plusieurs)
indices et nous nous proposons, a travers le choix de la suite double des coefficients
binomiaux réduits modulo un entier, de décrire quelques approches possibles.

Plus précisément, si I’on représente la suite double ((Tg) mod d en noircissant

m,n

ou non les carrés élémentaires du réseau Z? suivant que (’Z) mod d est non nul ou

nul — ou bien si 'on représente les différentes valeurs de (T;) mod d par des carrés
de différentes couleurs — on a I'impression que le dessin obtenu est “plus compliqué”
lorsque d n’est pas une puissance d’'un nombre premier que quand c’est une puissance
d’un nombre premier (et un petit peu plus compliqué quand cette puissance est
strictement supérieure & un que lorsqu’elle vaut un).

Dans cet article, nous nous proposons de rappeler quelques propriétés de la
suite double ((;’L) mod d)mn en termes d’engendrement par automate cellulaire,

de propriétés de “renormalisation” et d’engendrement par automate fini, puis nous
calculons la complexité par blocs rectangulaires de cette suite. Nous prouvons en
particulier une formule explicite pour la complexité lorsque d est un nombre pre-
mier p, avec une expression particulierement simple dans le cas p = 2 : le nombre
de blocs rectangulaires différents de taille u x v qui apparaissent dans la suite double
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((’;L) mod 2) est P(u,v) = u®+v* + 2uv — 3u — 3v + 4. Nous montrons aussi que

le nombre de blocs rectangulaires différents de taille u X v qui apparaissent dans la
suite double ((Tg) mod d) vérifie :

JA >0, 3B > 0, Yu,v > 1, Asup(u’fu)%(d) < P(u,v) < Bsup(u,fu)%(d),

ot w(d) est le nombre de facteurs premiers distincts de lentier d.

Notons qu’on pourrait aussi mesurer la “complication” du triangle de Pascal
réduit modulo d en évaluant des fréquences de blocs. Par exemple, il a été prouvé
dans [6] que les coefficients binomiauz (en fait les coefficients multinomiauz) non
congrus a 0 modulo un nombre premier p sont équirépartis dans les classes résiduelles
modulo p.

2 Automates cellulaires et coefficients binomiaux

Cette section, fort breve, est juste destinée a rappeler la regle du triangle de

Pascal :
m+1 m m
= —+ .
n—+1 n—+1 n

Naturellement cette regle reste vraie si on remplace les nombres ci-dessus par leurs
réductions modulo d. Ce rappel montre donc que la suite double des coefficients
binomiaux modulo d peut étre obtenue comme 1’évolution temporelle de ’automate
cellulaire linéaire et & une dimension sur Z/dZ défini par la condition initiale ot une
seule cellule vaut 1 et toutes les autres 0, et la regle de transition

z(n+1,t+1)=x(n,t+1)+z(n,t).

Nous ne dirons rien de plus sur le sujet, renvoyant — par exemple — a [4] pour plus
de détails, car cet aspect des choses ne dépend clairement pas des propriétés de
I’entier d. En revanche, cette approche permet d’obtenir d’autres propriétés de la
suite double des coefficients binomiaux modulo d qui sont abordées au paragraphe
suivant.

3 “Renormalisation” du triangle de Pascal r  éduit modulo d

Lorsque nous parlions dans I'introduction des dessins obtenus a partir du triangle
de Pascal modulo d, nous sous-entendions comme chacun 1’aura compris, qu’il ne
s’agit pas d’étudier une partie de cette suite double mais toute cette suite. Comme
nous ne prétendons pas faire des dessins infinis, c¢’est donc que nous sous-entendions
aussi, soit que le réseau Z? est dessiné avec des pas “infiniment petits”, soit que le
dessin obtenu est transformé — et plusieurs fois — par une homothétie “bien choisie”
de rapport strictement inférieur a un.

En d’autres termes on dessine la suite ((Tg) mod d) N puis on applique aux
J

m,nx

carrés obtenus une homothétie de rapport \;, obtenant ainsi un dessin D; et on
se demande si, pour un choix convenable de la suite (N;); et de la suite ()\;);, la
suite (D;); tend vers une limite au sens de la distance de Hausdorff. Nous renvoyons
le lecteur a [9], [10] et [11] ou il est prouvé que : si d = p°, avec p premier, en
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prenant N; = p’° —1 et \; = #, la limite des D; existe et a pour dimension fractale

1
(pour plusieurs définitions d’une dimension fractale) 12;? ), mdépendante de e ;
st d = 6, par exemple, on peut trouver, en utilisant un théoréeme diophantien, une
suite \; a la fois proche des puissances de 2 et des puissances de 3, telle que la limite
correspondante des D; soit la réunion ensembliste des limites modulo 2 et modulo 3

ci-dessus.

log

4 Engendrement par automate fini

Considérons le morphisme bidimensionnel défini sur ’alphabet {0, 1} par :

0 0

0 — ,

1 —

— = O
—_— o O

En itérant ce morphisme a partir de 1, (a partir de 0 cela n’a guere d’intérét comme
le lecteur s’en convaincra aisément), on obtient :

1 000 0 O0O0O0

1100 0 0 00

1 0 0 0 1 0100 00O

1_}10_}1100_}11110000_%

11 1 010 1 0001 00O

1 1 11 1100 1 1 00

101 010 10

11111111

On reconnatit la suite double des coefficients du binome modulo 2, (le dessin engendré
est aussi connu sous le nom de tamis de Sierpinski, voir par exemple le récent survol
[18]) ; dans la littérature les dénominations “tamis” et “tapis” (en anglais “gasket” et
“carpet”) décrivent le plus souvent respectivement 1’objet ci-dessus et 'objet “carré”
égal au produit cartésien de deux copies de 'ensemble de Cantor (classique).

La question qui se pose alors est : pour quelles valeurs de d la suite double des
binomiaux modulo d peut-elle étre engendrée par un procédé de ce type?

Rappelons qu’une suite double (z(m,n))y.n, & valeurs dans un alphabet fini A,
est dite k-automatique s’il existe un alphabet fini B, un morphisme o qui associe
a chaque élément de B un “carré” de coté k d’éléments de B et une application
(littérale) ¢ de B dans A, tels que :

- il existe une suite double infinie (y(m, 1))y, point fixe du morphisme o prolongé
aux suites doubles infinies,

- 'on ait, pour tout m,n, la relation z(m,n) = ¢(y(m,n)).

Pour ces notions et des applications en théorie des nombres le lecteur pourra se
reporter aux travaux de Salon ([16], [17]). Le lecteur pourra aussi consulter le beau

survol [7].
On peut maintenant donner la réponse a la question posée plus haut : la suite
double ((ZL) mod d) est k-automatique si et seulement si d est une puissance

d’un nombre premier p. La suite est alors p-automatique.
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Ce résultat est prouvé dans [4] ainsi que dans [12] et donne une autre différence
de comportement de la suite ((T;) mod d) suivant que d est ou n’est pas une
m,n

puissance d'un nombre premier.

Ce curieux comportement d’une suite double (z(m,n) mod d),,, (étre ou ne pas
étre automatique suivant que d est ou n’est pas une puissance d’'un nombre premier)
est d’ailleurs vrai pour d’autres suites “issues de la combinatoire” (voir par exemple
[13]) et 'on peut essayer de trouver une famille aussi grosse que possible de telles
suites : c’est l'objet d'une étude en cours par M. Bousquet-Mélou, E. Roblet et le
premier auteur. Si 'on s’intéresse a d’autres suites engendrées par des automates
cellulaires linéaires & une dimension, on peut consulter [3].

5 Complexit & par blocs de la suite double des binomiaux mo-
dulo un entier naturel

Nous nous proposons d’étudier la suite double ((Tg) mod d) L, Sous I’angle

m,n=

de la complexité (par blocs). Cette suite peut étre définie sur N x N tout entier en
posant comme d’habitude (’Z) =0sim < n.

Définition 5.1 On note P;(u,v) le nombre de blocs a u lignes et v colonnes qui

apparaissent dans la suite double ((Tg) mod d) . On note aussi par abus d’écriture

m,n

Py(v) = Py(1,v), c’est le nombre de “mots” (en ligne) qui apparaissent dans la suite
double ((Tg) mod d) . La fonction (u,v) — Py(u,v) est appelée complexité (par

m,n

blocs) de la suite double, la fonction v — Py(v) = Py(1,v) est appelée complexité
en ligne de la suite double.

Notre étude comprend alors quatre parties. Nous donnons d’abord quelques
lemmes techniques, montrant en particulier que la suite ((Tg) mod d) est ré-

m,n

currente, c’est-a-dire que tout bloc qui y apparait une infinité de fois. Puis nous
montrons comment Py(u,v) peut étre calculé en connaissant uniquement Py(1,v).
Un dernier lemme montre que la complexité est “multiplicative” en d, autrement dit
que la complexité de la suite modulo d;ds est le produit des complexités modulo d;
et modulo dy des que d; et dy sont premiers entre eux. Une deuxiéeme partie étudie
le cas ou d est un nombre premier, nous donnons dans ce cas des formules explicites
pour la complexité. La troisieme partie traite le cas ou d est une puissance d’un
nombre premier. Enfin la quatrieme et derniere partie donne le cas général. Dans
ces deux dernieres parties, nous n’avons pas de formule exacte, mais seulement les
ordres de grandeur des complexités.

5.1 Quelgues lemmes g énéraux

Lemme 5.2 Soit p > 2 un nombre premier. Soient o« > 1, A > 1 et 3 > 1 des
entiers fixés. Soit a un entier tel que a > 1+ g Alors,

(L+ X7 = 14 e(p,a, X B, @)X + -+ clp,a, X, B,) X" 4 X" mod p.

En d’autres termes les coefficients de X7 pour 0 < j < p? et \p®® — p°® < j < Ap™@
sont nuls modulo p*.
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Preuve. Notons v,(n) la valuation p-adique de l'entier n, c’est-a-dire la plus grande
puissance de p qui divise n et notons s,(n) la somme des chiffres de n en base p. I
est bien connu que 'on a, quel que soit U'entier n, 1'égalité (p — 1)v,(n!) = n — s,(n),
d’ou 'on déduit sans mal :

Va,y € N\{0}, y <z, (p— 1), (;") — () + ol — ) — sy(e).

Comme on a (’\pja) = (/\1/2\5“ ) pour tout j € [0, Ap®®], il suffit de prouver que
I'on a :
A ac
p. ) = 0 mod p°.

vie Ly — 1, ( j

On calcule donc pour un tel j :
(p— 1)"]17(/\]}(1&) =S .7 p(AD™ — ]) — sp(Ap*?)

pﬁ(Ap”“ =1+ = j) = 5(\)

p(Ap* 77 = 1) +5,(p7 = j) = 5p(N)

p((A = Dpte™P 4+ p2a™P — 1) 4 5,(p” = j) = ()
p(A = 1)+ 5,(p"* 7 = 1) + 5,(p — ) — 5,(N)

= P )‘ 1) + (aoz—ﬁ)(p—1)+Sp(pﬂ—j)—sp()\)
> (aa -B)p-1)-L

|
[Va)
5

[l
» »
SIS

»
bS]
/—\/—\/—\/—\/—\ —

Nous avons utilisé la minoration s,(A—1) —s,(A) > —1 qui se prouve sans difficulté,
(voir par exemple une preuve et une utilisation dans [1]).
On déduit donc du calcul ci-dessus la minoration

Ap*© 1
fup< P ) >aq—ff———,
J p—1
qui implique, puisque le terme de gauche est un entier,
)\ ac
'Up< p. ) > aa — 3.
J

Ainsi, avec le choix de a, on a

et le lemme est démontré.

Lemme 5.3 Soient d > 2 un entier et d = pi*p5?---pp* sa décomposition en

facteurs premiers. On se donne deux entiers fixés A > 1 et > 1. Soit a > 1+ - 8

inf o °
Alors,
’ Ad® Ad®
Vj € [1, (inf p*)® — 1], ( j ) = ()\d“ —j) =0 mod d“.

On a donc :

(14X = 14+9(d, A, 5, a) XTI o py(d, N, B, a) XA =007 XA 1104 d.
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Preuve. En effet, définissons, pour tout i, I'entier d® par d = d®p$. Alors

Ad° AdD®)pie
( '>:<( )pi )zOmodpf‘i
j j

pour j € [1, (inf p;)? — 1] d’apres la preuve du lemme 5.2 ci-dessus. Le lemme chinois

et la relation (’\?a) ( Ad* ) permettent de conclure.

Ao —j

Lemme 5.4
1) La suite double ((ZL) mod d) est récurrente.

m,n
2) Quel que soit d > 2 et quels que soient les entiers u et v supérieurs ou égaux a 1,
on a :

Py(u,v) = Py(l,u+v —1).

Preuve. 1) Montrons que tout bloc a w lignes et v colonnes qui apparait dans la
suite double y apparait deux fois, ce qui impliquera la premiere assertion. Il suffit
naturellement de se limiter aux blocs “initiaux”, c¢’est-a-dire de la forme

@ 6 - ()
@ 0

u—1 u—1 u—1
(%) (1) - (o)
Un tel bloc est obtenu comme les coefficients des développements :

t+xP° = () + (Ox +

C+x)t = (%) + ()X +
Regardons alors les développements

+x)* = (9 + (T)x +

(14 X)Het = (M) 4 ()X +

ot 3 est choisi de sorte que u — 1 < (infp;)? et a > 1+ E%? (on note toujours d =
[1p{" la décomposition en nombres premiers de l'entier d). 1l résulte du lemme 5.3 et
du choix de g qu’il n’y a pas “chevauchement” des puissances de X : pour ¢ compris
entre 0 et u — 1, on a

(1+X)" = (14 X)"+9(d, 1,3, a) XEPP (14 X'+
+9(d, 1, 8,a) X014 X4 X1+ X)7 mod d,
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en particulier le bloc de coefficients

(32) (dgil) o (da—ﬁ—l)

(da+1) (da+1) ( do+1 )
de da+1 da+v—1

d*+u—1 d*+u—1 . d®+u—1
de de+1 de+v—1

est égal au bloc

() () - (5)
ce qui prouve le résultat.

2) Montrons que 'on a : Yu > 2, Yo > 1, Py(u,v) = Py(u—1,v +1). Le résultat
s’en déduit facilement par récurrence finie. Pour cela, considérons 1’application ®
qui associe a une matrice a u lignes et v colonnes la matrice a v — 1 lignes et v + 1
colonnes définie par

11 - Al 51,1 ce bl,v+1
o N
Ayl **° Quo bu—l,l e bu—l,v+1
avec :
bz‘,j = Q-1 Vi € [1,u — 1], VJ € [2,’0 + 1]
51,1 = Q21 - ail
bu—2,1 = Qu-11 — QGu-271
bu—l,l = Ay, - QAy-1,1-

Si ’on note alors ¥ I'application qui associe a une matrice a u — 1 lignes et v + 1
colonnes la matrice a u lignes et v colonnes définie par

51,1 ce bl,v+1 11 - Al
v : : =
bu—l,l e bu—l,v—i—l Ayl *°° Quo
avec :
aij = b Vie[Lu—1], Vje[l,v]
1 = by—1q +  by—i12
o2 = by—12 +  by_13

Auopy = bu—l,v + bu—l,v—i—l-
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Il est clair que :
- d’une part

bip o bl bip o bl
Do : : = :

bu—11 * bu—1pt1 bu—11 0 bu—1pt1
si et seulement si :
Vie[l,u—2], bi1 =biy12 —bia,
- d’autre part

11 -+ Al 11 -+ Al
Vod : : =

au,l e au,v au,l e au,v
si et seulement si :
Vi € [2,v], auj = au-1,j-1+ Qu-1,

- quels que soient m > 0 et n > 1, si on note A et B les blocs

) G i)
) G) e (R

(") () e (i)
) ) () G
o ) G )
() () () G

alors

O(A) =B, U(B)= A

Ces observations, jointes au fait que tout bloc qui apparait dans le triangle
de Pascal modulo d apparait aussi ailleurs qu’“au bord”, (premiere partie de ce
lemme 5.4), montrent que les restrictions de ® et ¥ aux ensembles des blocs de
tailles respectives u X v et (u — 1) X (v + 1) qui apparaissent dans le triangle de
Pascal sont des bijections inverses I'une de l'autre, et la seconde partie de notre
lemme est prouvée.
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Lemme 5.5 Sid; et dy sont premiers entre eux, alors :
Py a,(u,v) = Py (u,v) Py, (u,v), Yu,v > 1.

Preuve. D’apres la seconde partie du lemme 5.4 ci-dessus, il suffit de prouver le
résultat pour u = 1, c’est-a-dire :

PdldQ(l,’U) = Pdl(l,’lj)PdQ(l,’U), V’U 2 1.

En re-réduisant modulo d; (resp. d2) un mot réduit modulo d;ds, on a la majo-
ration triviale :
Pd1d2(17 ’U) S Pd1 (1, ’U)PdQ(l, ’U), V’U 2 1

Pour montrer ’égalité on a besoin d'une sorte d’indépendance : il suffit en fait
de montrer que si a; - - - a, est un facteur (en ligne) de la suite double des coefficients
du binéme modulo d; et by --- b, un facteur de la suite des coefficients du bindome
modulo ds, alors il existe un méme couple d’indices (m,n) tel que :

m m
(ORI E——r
m m
DR I

Le lemme chinois montre alors en effet que le mot ¢; - - - ¢, (modulo dyds), dont les
réductions modulo d; et ds sont respectivement aj - --a, et by ---b,, apparait (en
particulier) en position (m,n) dans la suite des coefficients du binome modulo d;ds.
Nous aurons bien alors ’autre inégalité :

PdldQ(l,’U) 2 Pdl(l,’lj)PdQ(l,’U), V’U 2 1.

Nous allons, étant donnés (m,n) et (m’,n’) tels que

m m
(O E——y

m’ m’
=by---b, da,
(n/> (n/ L 1) bl b, mod 2

procéder en trois étapes :

- rendre m supérieur ou égal a n+r—1 et m’ supérieur ou égal a n’+r—1, (pour
étre sur que les lettres des mots étudiés apparaissent comme des coefficients
des polynémes (1 + X)™ et (1 + X)™);

- montrer qu’on peut supposer n’ = n, (c’est-a-dire trouver une autre occurrence
de a; - - - a, et une autre occurrence de by - - - b, dans leurs triangles de Pascal
respectifs, qui commencent en des colonnes de méme indice) ;

- montrer qu’on peut aussi supposer m’ = m.



10 J.-P. Allouche — V. Berthé

Premiere étape

On peut supposer m > n+r —1et m' > n' +r —1 : en effet, d’apres le
lemme 5.3, si d; = [[p{", si (3 est choisi tel que sup{m,n +r — 1} < (inf p;)” et a
tel que a > 1+ ﬁ, alors,

(14 X)mME = (14 X)™ 4 y(dy, A, B, a) X O (14 X)™ +
+ (di, A, B, @) XA (L4 X 4 X (14 X))
mod d

et donc le mot formé par les coefficients du développement de (1+ X )™ contient
le facteur a;---a, (dans les coefficients des termes de degré < (infp;)?) et 'on a
m + Ad{ > n+1r — 1, a condition de prendre A > n 4+ r — 1. Le raisonnement est le
méme pour m’.

Deuzieme étape

Soient donc (m,n) et (m',n’) tels que

n')
( ) (n—l—r—l) ai---a, mod d;
( ) (n’—l—’)“—l) bl"'brmOddg,

avec m supérieur ou égal a n+r — 1 et m’ supérieur ou égal a n’ + r — 1. Montrons
qu’on peut supposer n' = n.

Soit 3 tel que (infp;)? > m > n+r—1, ott d; = [[p. Alors toujours d’apres

le lemme 5.3, quels que soient A > 1eta >1+ %, on a

(14 X)™ M = (14 X))+ y(dy, A, B, a) X607 (14 X )™ 4 XM (14 X)™

Le choix des parametres implique que le facteur aq - - - a, qui apparait dans le mot
formé par les coefficients de (1 + X)™ apparait aussi dans le mot de ceux des coef-
ficients de (1 + X)™ 41 qui viennent de X% (1 + X)™ ; plus précisément :

m m (M + Adf m + Ad{

n n+r—1)  \n+ A n+Adf+r—1)
De méme, pour tout p > 1, en choisissant convenablement a (éventuellement différent
de celui choisi ci-dessus, mais on appellera encore a le plus grand des deux) :

m’ m’ _(m 4 pds m' + ud
n’ n4+r—1)  \n'+ puds n +pudd+r—1)
Supposons par exemple n’ > n, alors, comme d; et do sont premiers entre eux, il
existe deux entiers strictement positifs A et p tels que :
A — pdy =n' —n,

d’ou
n + udy =n+ \df.
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Ainsi, en remplagant m par m + Ad}, n par n + Ad{, m’ par m’ + pd§ et n' par
n' + pdy, obtient-on le résultat annoncé, (sans perdre le fait que les nouvelles valeurs
de m et m/ sont supérieures respectivement a n+r — 1 et n’ +1r — 1).

Troisieme étape

Nous sommes donc maintenant dans la situation :

m m B
n n+r—1 T
m’ m’
—by---b,,
(n) (n—l—r—l) !

avecm >n—+r—1etm’ >n"+r— 1. Montrons qu'on peut maintenant, tout en
gardant n, remplacer m et m’ par un méme indice.

et

Pour cela, on choisit un ' tel que le plus petit nombre premier p qui divise
'un des nombres d; ou dy vérifie : p? > sup(m,m’). On choisit aussi a’ tel que
a > 1—1—% pour tous les o qui apparaissent comme exposants dans les décompositions
en facteurs premiers de dy et de dy. On écrit alors, pour tout A’ > 1,

(14 X)™VE = (14 X)™ 4 4(dy, X, B, d) X7 (1 + X)™ + - -

et le choix des parametres montre que les puissances de X qui apparaissent dans le
premier terme du second membre ((1 4 X)™) ne réapparaissent pas dans les termes
suivants, donc :

m+ Nd¥ m+ Nd¥ _[(m m B
n n+r—1) \n n4r—1) e

De la méme facon, et quitte a remplacer a’ par un entier plus grand, pour tout
g

w =1,
m/ + ,u/d%/ m/ + ,u/d%/ B m/ m/ _ ;
n n+r—1) \n nd+r—1) * "

Supposons m’ > m, il existe comme précédemment deux entiers strictement positifs
N et (1 tel que
Nd? — @dd =m' —m,
c’est-a-dire
m e+ XNdi =m' +p/d3,
ce qui acheve la preuve de ce lemme.

Remarque 5.6 La “multiplicativité” de la complexité est a rapprocher intuiti-
vement d’une propriété que nous avons rappelée au paragraphe 3 : on peut obtenir
un dessin limite modulo 6 qui est la réunion des dessins limites modulo 2 et modulo 3.



12 J.-P. Allouche — V. Berthé

5.2 Complexit é du triangle de Pascal r éduit modulo un nombre premier

Dans ce paragraphe, nous noterons a = a(4, j); jen la suite double correspondant
au triangle de Pascal réduit modulo p premier, c’est-a-dire la suite double définie
sur l'alphabet A = {0,--- ,p — 1} (on note j la classe de j modulo p) par :

wr=()

(pour simplifier les notations nous écrirons 0 au lieu de 0).

Nous nous proposons d’abord de compter les facteurs en ligne apparaissant dans
cette suite double, c’est-a-dire d’évaluer la fonction de complexité en ligne P,(v) =
P,(1,v).

Le lemme suivant est une conséquence directe de la loi d’évolution de I’automate
cellulaire.

Lemme 5.7 Fixons 'entiern. Soit a; = a(n, i), pour 0 < i < n. Les lignes d’indices
pn a pn—+p—1 sont données dans le schéma suivant ou nous avons ajouté des signes
“” pour délimiter les blocs de longueur p :

aw 0 0 ... 0 0] ...la 0 0 ... 0 00
a a O ... 0 O | ... | an a O ... O 0O | O
ap —ag ap ... —ag ap | ... | an —an an ... —ap, a, | 0

Preuve. En effet, en utilisant la regle du triangle de Pascal, il suffit de connaitre la
ligne d’indice pn pour en déduire les lignes suivantes. Or les lignes d’indice n et pn
se déduisent 'une de 'autre dans Z/pZ, de la maniére suivante :
L+X)"=1+X")"= Y aX" =3 a(pn,j)X’.
0<i<n
On a, plus précisément, la propriété de “rythme” suivante concernant la suite
double a.

Lemme 5.8 Un facteur en ligne, B, de la suite (a(, j)); jen de longueur supérieure
ou égale a 3, différent de x0---0 ou de 0---0x, ou x est une lettre, apparait a une
unique congruence de ligne modulo p : en d’autres termes, il existe un (unique) entier
k de {0,--- ,p—1} tel que, sii est Iindice d’une ligne a laquelle ce facteur apparait,
alors 1 est congru a k modulo p. De plus, si k est diftérent de p — 1, B apparait a
une unique congruence de colonne modulo p. En revanche, si k est égal ap —1, B
apparait a une unique congruence de colonne si et seulement si B n’est pas de la
formex (p—1)x = (p— 1)z ---, ou = est une lettre.

Preuve. Nous allons, dans un premier temps, démontrer ce résultat pour des mots
de longueur 3. On considere donc un facteur en ligne, B, de longueur 3, qui n’est
ni de la forme 200, ni de la forme 00z, ou = est une lettre. Soit (i,7) un indice
d’apparition de ce facteur dans la suite double a. Soient = = a(i, j), y = a(i,j + 1)
et z=a(i,7+2). On a donc B = zyz. Ecrivons, de plus, i = pi’ + 1 et j = pj’ + s,
avec 0 < r,s<p—1.

Nous allons distinguer deux cas selon que B contient ou non une lettre non nulle.
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- Supposons que les lettres de B soient toutes non nulles. Nous allons distinguer
a nouveau deux cas selon la position de s par rapport a p — 2.
- Supposons que s + 2 > p. On a donc a(i,pj’ + p— 1) # 0. Or, d’apres le
théoréme de Lucas [14], on a :

.. . . o r
a(i,pj’ +p—1) =a(pi' +r,pj’ +p—1) = a(i', 5 <p N 1)-

On en déduit, en particulier, que (pil) # 0, ce qui implique que r = p — 1.
En effet, si u et v sont deux entiers tels que : 0 < w,v < p — 1, on vérifie
que l'on a (z) = 0 si et seulement si u < v. On en déduit que, si s =p — 1,
alors z = (p — 1)y, et si s = p — 2, alors x = (p — 1)y, ce qui s’écrit encore
y = (p— 1)z, puisque (p— 1) =

Montrons que pour toute autre occurrence de B, I'indice de ligne est encore
congru a p — 1. Supposons donc qu’il existe une occurrence de B d’indice
(m,n),avecm=r"mod p,n=s modp, 0 <r'<p—1let0<s <p-—3,

pour p # 2. Il existe alors un entier ¢, avec 0 < t' < p — 2, tel que (t(/:?;> =
Y

p—1. Eneffet,si 2= (p—1)y,onat' =s+1letsiz=(p—1)y, ona
t'" = §'. Or cette égalité implique que ' — ¢’ = (p — 1)(t' + 1), c’est-a-dire
r=p—1.
Il suffit donc qu’il existe une occurrence de B dont 'indice de colonne soit
congru a s, avec p — 2 < s < p — 1, pour que l'indice de ligne de toute
occurrence de ce facteur soit congru a p — 1.

- Supposons maintenant que ’on ait s+2 < p —1. On a, d’apres le théoreme
de Lucas :

ai,j+1) = @a(i’,j’%

(s:-l>

pour [ = 0, 1 ou 2. Par conséquent, les rapports modulo p : ~=~ pour
s+141
Il = 0 ou 1, ne dépendent que du bloc B. Or on vérifie que si I'on a les

égalités suivantes modulo p, pour [ € {0,1} et pour s+, r, s’ +1 et " dans
I'intervalle [0,p — 2] :
(5) _ ()

r = r! ’ (1)
(8+l+1) (8/+l+1)

alors r = /. En effet, en simplifiant 1’égalité (1) on obtient

(r—(+0))&+1+1)=0" = +D)(s+1+1),

c’est-a-dire

rs' +ri+r—s=1rs+r'l+r —5.
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En soustrayant les deux équations obtenues respectivement pour [ = 0 et
[ =1, on obtient bien r = r’. Par conséquent, la classe de r est uniquement
déterminée par la valeur de ces quotients. Notons, de plus, que 1'on a alors
s=¢s"sir#p—1, cest-a-dire que B apparait a une unique congruence de
colonne, si r # p — 1.
Il reste donc, pour conclure le cas ou B ne comporte aucune lettre nulle, a
montrer que B apparait a une unique congruence de colonne si 7 = p — 1 et
si B n’est pas de la forme = (p — 1)z z. (Rappelons que B est supposé de
longueur 3.) Notons qu’alors, B est de I'une des formes suivantes, d’apres le
lemme 5.7 :

p—Dyyz zy(p—1y,
ou les lettres x,y et z satisfont z # (p — 1)y et © # (p — 1)y. On vérifie que si
B=(p—1yyzalorss=p—2etsi B=xzy (p—1)y, alors s =p— 1.
Supposons que B contienne un 0. Le facteur B est alors de I'une des formes
suivantes :

zy0, 20z, 0y0, Oyz,

avec x,1, z # 0. En effet, on a supposé que B ne s’écrit pas sous la forme 200
ou 00z.

Supposons que B = zy0. Montrons que l'on a alors nécessairement
r = s+ 1. En effet, supposons que s +2 < p—1. On a y # 0, et donc

d’apres le théoreme de Lucas, on a (311) # 0. On a, de plus, a(i,j+2) =0, ce

542
que s = p— 2. Comme a(i,pj’+p—1)=y#0,onaalorsr=p—1=s+1.
Enfin, on vérifie que 'on ne peut pas avoir s = p — 1. En effet, on aurait alors
a(i,p(77+1)) =y #0et ali,p(j’ +1) 4+ 1) =0, ce qui impliquerait que r = 0
et donc que a(i,p(j'+ 1) — 1) = 2z = 0. Or on a supposé que z # 0.

On a donc bien r = s+ 1. On a alors, d’apres le théoreme de Lucas :

qui implique que ( ) = 0. On a donc bien r = s + 1. Supposons maintenant

T = a(iaj) = a(pz” +T7pj/ + S> - (Ti 1)@(2'/’]'/) = ?a(i/uj/)?

et
y=a(i,j+1)=a(,j).
L’entier 7 est donc uniquement déterminé par la relation : x = 7y.
Supposons que B = x0z. On ne peut avoir s < p — 2, puisqu’il est impossible

de satisfaire simultanément les égalités z = a(i,j + 2) = (SLZ)a(z”,j’) # 0 et

0=a(i,j+1) = (Sil)a(i’,j’), car (312) # 0 implique (3:;1) # 0. De méme,
s # p — 1, puisque 'on aurait dans le cas contraire a(i, 5’ + 1) = 0, ce qui

contredit la non-nullité de z. On a donc s = p — 2. On a alors (piQ) Z 0 et

(pil) = 0, ce qui implique que r = p — 2.
Supposons B = 0y0. On ne peut de méme avoir s < p — 2, puisque a(i,j) =0
et a(i,j+1) #0. On a donc s = p — 1. On a alors (6) %0 et (g) =0, ce qui
implique que r = 0.
Supposons B = Oyz. On a, de méme, s = p— 1. L’entier r est alors uniquement
déterminé par

Z=Ty.
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On a donc montré le lemme 5.8 pour tout mot de longueur 3. Considérons main-
tenant un facteur en ligne, B, de longueur supérieure ou égale a 3, différent de
20---0oude0---0x, ou x est une lettre. Un tel facteur contient nécessairement un
mot de longueur 3 ne s’écrivant pas 00z ou z00, sauf s’il est de la forme z0- - - Oy.
On a alors a(i,j+ |B| —2) = 0 et a(i,j + |B| —1) = y # 0. On en déduit que
Jj+|B|—1=0mod p, c’est-a-dire s = p+ 1 — |B|] mod p. On vérifie, de plus, que
r=s,car a(i,j) # 0 et a(i,j+ 1) = 0. Par conséquent, r est uniquement déterminé
par :

r=p+1—|B|.

Enfin, un bloc ne s’écrivant pas sous la forme = (p — 1)x x ... contient nécessairement
un mot de longueur 3 ne s’écrivant pas sous cette méme forme.

Remarque 5.9 Les facteurs x0---0 et 0---0x, ou x est une lettre, apparaissent a
toutes les congruences de lignes.

On déduit de cette propriété de “synchronisation” le résultat suivant concernant
la “complexité en ligne”.

Théoreme 5.10 On a, pour 0 < k<p—1etwv >0 telsquepv+k>3:
Py(po+k+1) = By(pu+ k) = (p— F)(Py(v+1) = By(0)) + k(B (v +2) = By(v+ 1),
en posant B,(0) = 1. On a, de plus, P,(1) =p, B,(2) = p* et

PP +4p’ —5p+2

P(3) 5

Preuve. L’'idée de la preuve de ce théoreme revient a compter les extensions des
facteurs expansifs. On appelle facteur expansif un facteur en ligne ayant plusieurs
extensions a droite. Notons qu’on entend généralement par extension d’un facteur
B un facteur Bz, ou x est une lettre qui suit le bloc B dans la suite. Nous appelons
ici extension, par abus de langage, la lettre = elle-méme. La différence premiere
P,(v+1) — P,(v) s’exprime de la maniere suivante en fonction des extensions des
facteurs expansifs. On note ¢(B) le nombre d’extensions a droite d’un bloc B de
longueur n. On a alors

Nous allons démontrer dans un premier temps que P,(1) = p, que Py(2) = p? et
que P,(3) = ’%. Dans un second temps, nous allons considérer les prolonge-
ments des facteurs de la forme 0 - - - Ox, ou x est une lettre. Enfin, nous démontrerons
le théoreme 5.10.
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Lemme 5.11 On a B,(1) = p et P,(2) = p*.
Preuve. Toutes les lettres de {0,---,p — 1} apparaissent dans la suite a. En effet,

onaa(r,1) = (g) =7, pour 0 <7 < p—1. On en déduit que P,(1) = p.

Montrons que tous les blocs de longueur 2 sur {0, 1, --- , p — 1} apparaissent. Soit
xy un tel bloc de premiere lettre z non nulle. Soit  'unique entier de {0,1,--- ,p—1}
tel que y = Fx. Soit (4,7) un indice d’apparition de la lettre x. On vérifie, d’apres
le théoreme de Lucas, que le facteur en ligne xy apparait a 'indice (pi + 7, pj). On
vérifie, de plus, que le bloc 0F, avec 0 < r < p— 1, apparait a l'indice (pr,p—1). On
a donc P,(2) = p*.

Lemme 5.12 On a P,(3) = %.

Preuve. D’apres le lemme 5.8, un facteur de longueur 3 ne s’écrivant pas x00 ou
00z apparalt a une unique congruence de ligne. On va donc compter les facteurs de
longueur 3 selon la congruence des indices des lignes auxquelles ils apparaissent.
On vérifie quil y a (r+1)(p—1) facteurs différents de £00 ou de 00z apparaissant
a un indice de ligne congru a r modulo p, pour 0 < r < p — 3. En effet, les blocs
de p lettres de la forme a(i, pj’)a(i,pj’ +1)---a(i,pj’ + p — 1), ou i est congru a r,
finissent par au moins p — 1 — r zéros, d’apres le lemme 5.7. Les facteurs différents
de 200 ou de 00z apparaissant a un indice de ligne congru a un entier r < p— 3 sont

donc de la forme
r r r
7)Y l+1y l+2%

avec 0 <[ <r —1, ou de la forme

0y Ty,

ou y est une lettre non nulle. On vérifie alors que ces mots sont tous distincts et qu’ils
sont au nombre de (r + 1)(p — 1). On a vu, en effet, dans la preuve du lemme 5.8,
qu'une égalité du type (1) implique, quand 7 # p — 1, 'unicité de [. On vérifie, de
plus, que ces mots sont bien tous facteurs du triangle de Pascal. En effet, tout bloc de
la forme Oy est facteur, d’apres le lemme précédent. Soit (7, j) un indice d’apparition

du bloc 0y. Le bloc (?)y (1;1)9 (ZiZ)y apparait a l'indice (pi +r,pj + () et le bloc
0 y Ty, apparait a 'indice (pi +r,pj +p — 1).
Les facteurs différents de 200 ou de 00x apparaissant a un indice de ligne congru

a p — 2 modulo p sont de 'une des formes suivantes

p—2 p—2 p—2
)
( ; )y (lH)y <l+2>y, y0z ou 0y (p—2)y,

ou y et z sont des lettres non nulles et ot 0 <[ < p— 3. On vérifie que ces mots sont
tous distincts, qu’ils sont au nombre de 2(p—1)? et qu’ils sont bien tous facteurs. En
effet, pour les blocs des premiere et troisieme formes, le raisonnement est le méme
que précédemment, en remplagant r par p — 2. De plus, tous les blocs de longueur 2
apparaissent, d’apres le lemme précédent. Soit (7, j) un indice d’apparition du bloc
yz. Le bloc y0z apparait a 'indice (pi +p — 2,pj +p — 2).

Enfin, les facteurs différents de 00 ou de 00x apparaissant a un indice de ligne
congru a p — 1 modulo p sont de 'une des formes suivantes

Oy (p—1y, (p—lyyz yzp-1)z yp-1yo0,
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ou y et z sont des lettres non nulles. On vérifie qu’il y a alors 2(p — 1) blocs de la
forme 0y (p — 1)y ou de la forme y (p — 1)y 0, et 2(p—1)2— (p—1) blocs de la forme
(p— 1)y y z et de la forme y 2 (p — 1)z, soit en tout p — 1+ 2(p — 1)? tels blocs. De
plus, tous ces blocs sont facteurs du triangle de Pascal. En effet, soit (¢, 7) un indice
d’apparition du bloc yz. Le bloc (p — 1)y y z apparait a I'indice (pi+p—1,pj+p—2)
et le bloc y z (p — 1)z, a l'indice (pi + p— 1,pj + p — 1). Le méme raisonnement
appliqué a Oy et y0 établit I'existence des facteurs de la forme 0 y (p — 1)y et de la
forme y (p— 1)y 0.

En adjoignant a ces divers facteurs les 2p — 1 facteurs de la forme 200 et de la

forme 00z, on obtient bien le résultat annoncé, a savoir :

BB)=p-DA+2+--+p=2)+4p-1)*+(p-1)+2p-1,

c’est-a-dire S s )
p°+4p® —op +

Lemme 5.13 Un bloc de la forme 0 - - - 0x, oti x est une lettre, a p prolongements.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout bloc de la forme 0--- 0z, de longueur p* + 1,
oll z est une lettre non nulle de {I,--- ,p— 1} et ¢ un entier supérieur ou égal a 1,
apparait dans le triangle de Pascal et admet p prolongements. Soit donc y une lettre
de {0,1,--- ,p— 1} et soit 7 'unique entier de {0,1,--- ,p— 1} tel que y = Fx. Soit
(,7) un indice d’apparition du bloc 0x. On a, d’apres le théoréme de Lucas :

a(pi+rp'(j+1) =a(i,j+1) ==,

a(p'i+r,p'(j+1)+1) =Ta(i,j+1) =Tz =y,
a(p'i+r,p'j+1) =0, pour 0 <1 <p'— 1L

On a donc montré que le bloc 0- - - 0xy apparait a U'indice (p'i 4+ r, p'j). Ce bloc est
donc un facteur de la suite double a, ce qui acheve la preuve du lemme 5.13.

Preuve du théoréme 5.10. Notons qu’un facteur de la forme z0---0, ou x est une
lettre non nulle, et de longueur pv+k, ou 0 < k < p—1, peut apparaitre a plusieurs
congruences de lignes, mais on vérifie qu’il n’aura une extension autre que 0 qu’a
une ligne d’indice congru a p — k modulo p (lemme 5.7). Par conséquent, on déduit
de cette remarque et du lemme 5.8 qu’un facteur expansif qui n’est pas de la forme
0---0x, ou x est une lettre, apparait a une unique congruence en ligne. Nous allons
comptabiliser dans P,(v) les facteurs selon la congruence en ligne a laquelle ils
apparaissent. On note donc, pour 0 < r < p — 1, P (v) le nombre de facteurs en
ligne de longueur v qui ne sont pas de la forme 0---0x et qui apparaissent a un
indice de ligne congru a r modulo p. On a donc :

By(v+1) = By(v) = pi(P(”)('v +1) = PO+ > (p(0---02) = 1),
r=0 2€{0,1,,p—1}

c’est-a-dire, d’apres le lemme 5.13 :

B +1) = Be) = (PO +1) = PO()) +plp— 1) )
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Soient k € [0,p — 1] et v > 0 tels que pv + k > 3. Soit B un facteur en ligne
expansif de longueur pv + k, différent de 0- - - Oz, oul x est une lettre. Soit 7 la classe
modulo p des indices des lignes dans lesquelles B apparait.

Soit (7,7) un indice d’apparition du bloc B. Ecrivons i = pi’ +7 et j = pj’ + s,
avec 0 <r,s<p—1.0Ona

B=a(i,j) --ali,j+pv+k—1).

Pour toute occurrence de B telle que j+pv+k—1 # p—1, c’est-a-dire s # p—k,
B admet une unique extension, déterminée par les lettres de B. En effet, considérons
une telle occurrence. D’apres le théoreme de Lucas, B est suivi de la lettre 0, si la
derniere lettre de B est 0 et sinon, de la lettre

r ’
(s-i—k—l)

sil<s+k<p—1oudelalettre

r
s+k—p
r )
s+k—1-p

si s+ k > p+ 1. Or, d’apres le lemme 5.8, I'entier s est entierement déterminé,
si B n’est pas de la forme x (p — 1)z x---, ol x est une lettre; enfin, tout bloc
de la forme x (p — 1)z = --- est suivi de son avant-derniére lettre, pour une telle
occurrence, d’apres le lemme 5.7.

Supposons donc s = p— k. Nous allons distinguer deux cas selon la position de r
par rapport a p — k — 1.

- Supposons 0 < r < p — k — 1. Chaque bloc de p termes compris entre deux
indices de colonnes divisibles par p finit par au moins k zéros (lemme 5.7).
Notons qu’on a alors v > 1, car on a supposé que B n’est pas composé unique-
ment de zéros. Les entiers r, k et j étant fixés, le bloc B est alors uniquement
déterminé par les lettres du bloc B’ défini ci-dessous et apparaissant a 'indice
(¢, "+ 1), si k #0, (respectivement (¢', j'), si k =0) :

a(i,j+pv+k—1)

B' = a(’i',j' + 1) e a(ilaj/ + U) = a(iapj/ +p> T a(iapj/ —|—p’U>, si k 7é 07
(respectivement
B =a(,j)-a(i',j +v—1)=ali,pj’) - ali,pj’ + p(v — 1)), si k=0).

Le bloc B a, de plus, les mémes extensions a droite que le bloc B’. Réciproque-
ment, on vérifie qu’on peut associer a chaque facteur expansif B’ différent de
0---0 et de longueur v, un facteur expansif B de longueur pv+ k, ne s’écrivant
pas sous la forme 0 - - - Oz, apparaissant a un indice de ligne congru a un entier
r inférieur ou égal a p — k — 1 et ayant, enfin, les mémes extensions que B’.
On obtient donc :

PO (pu+k+1)— P (pv+k)=P,(v+1) = By(v) — (p—1).

Le terme p — 1 provient du fait que ’on a soustrait I’apport en extensions du
facteur 0- - - 0.
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- Supposons p—k < r < p—1. Le raisonnement est alors le méme en considérant,
dans ce cas, le bloc B’, de longueur v + 1, suivant :

B' =a(i,j") - a(t,j  +v) = ali,pj’ +p —k)a(i,pj’ +p)---a(i, pj’ + pv).

En effet, on a besoin de connaitre, dans ce cas, la lettre a(i’, j'), qui détermine
les valeurs, non forcément toutes nulles ici, des k premieres lettres du bloc B.
On a donc

PO>pu+k+1)— PP (pv+k)=P(v+2) - P(v+1)— (p—1).

On déduit alors de (2) la relation suivante, en posant P,(0) =1 :

F(pv+k+1)=F(pv+k) = (p—k)(Bv+1)—=Fv)—(p-1))
+ k(Fp(v+2) = B(v+1)—(p—1)),
+p(p—1)

c’est-a-dire

P,(pp+k+1)=P,(pv+k)=(p—k)(P(v+1)— P,(v)) + k(P,(v+2) — P,(v+1)).

Remarque 5.14

- On vérifie que I'on a, pour p = 2 et pour tout v : P»(v) = v?—v+2. En revanche,
pour des valeurs de p # 2, I'expression de la complexité n’est pas polynomiale.
En effet, les premieres valeurs de la différence seconde de la complexité z(v) =
P,(v+2) — 2P,(v 4+ 1) + P,(v) satisfont, d’apres le théoreme 5.10, z(2) =
:@@&4 et z(1) = &;&2, pour p # 2, ce qui implique que x(2) # x(1).
Si la complexité était polynomiale, ce serait un polynéme de degré au plus égal
a deux d’apres la troisieme partie de cette remarque. Or la différence seconde
d’une expression polynomiale de degré au plus deux est constante.

- Néanmoins, on déduit du théoreme 5.10 la propriété suivante : les deux suites
(Py(v))ven et (Py(v+ 1) — P,(v))yen sont p-régulieres au sens de [5].

- On déduit du théoreme 5.10 que la différence seconde de la complexité z(v) =
P,(v+2) —2P,(v+ 1) + Py(v) vérifie :

z(pv + k) = x(v),

pour k € [0,p — 1] et pour pv + k > 3. Il suffit, en effet, d’évaluer la différence
z(pv+k) = (P(pv+k+2)—P(pv+k+1)) — (P(pv+k+1)—P,(pv+k)).
Cette suite ne prend donc qu'un nombre fini de valeurs (z(0), z(1), x(2)). Le
calcul de ces valeurs montre que z(0) = (p — 1)? > 0 et que, pour p # 2 et
3,0 < —x(2) < z(1). On a enfin, pour p = 2 ou 3, z(2) > 0. On en déduit,
d’une part, que cette suite est p-automatique au sens de [8], et d’autre part,
le lemme suivant.
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Lemme 5.15 Soit P,(v) la complexité en ligne du triangle de Pascal réduit modulo
un nombre premier p. Il existe alors deux constantes C; et Cy telles que I'on ait,
pour tout entier v :
Cy? < P,(v) < Cyv?.
Plus généralement, on déduit de la deuxieme assertion du lemme 5.4 et de la
premiere des remarques 5.14 ci-dessus le théoreme suivant.

Théoréme 5.16 Soit P,(u,v) la complexité par blocs du triangle de Pascal réduit
modulo un nombre premier p.
Si p =2, alors

Py(u,v) = u* + v* + 2uv — 3u — 3v + 4.
Pour tout nombre premier p, il existe deux constantes Cy et Cy (qui dépendent de p)
telles que I'on ait, pour tout entier u > 1 et tout entier v > 1 :

Crsup(u,v)? < Py(u,v) < Cosup(u,v)?.

Notons que la suite double des coefficients binomiaux modulo p est p-automa-
tique, voir [4]. Cette propriété implique aussi la majoration quadratique ci-dessus
d’apres [15].

5.3 Complexit é du triangle de Pascal r éduit modulo une pui ssance d'un
nombre premier

Nous pouvons maintenant obtenir facilement des bornes pour la complexité du
triangle de Pascal réduit modulo une puissance d’un nombre premier.
Théoréme 5.17 Si d = p° ou p est un nombre premier, alors il existe deux
constantes C et Cy (qui dépendent de p°) telles que :

Casup(u,v)® < Ppe(u,v) < Cysup(u,v).

Preuve. La majoration se déduit de I'automaticité de la suite des coefficients bino-
miaux modulo p¢ prouvée dans [4] et du résultat de [15] sur la complexité des suites
doubles automatiques.

Pour la minoration, il suffit de remarquer que, pour u,v > 1 :

Pye(u,v) > Py(u,v).

Cette inégalité s’obtient sans difficulté en re-réduisant modulo p le triangle de Pascal
modulo p°.

5.4 Complexit é du triangle de Pascal r éduit modulo un entier d >1

Dans ce paragraphe nous allons rassembler les résultats de complexité déja
donnés pour établir un résultat général sur la complexité du triangle de Pascal
modulo un entier d.

Théoréme 5.18 Soit d > 1. On note w(d) le nombre de facteurs premiers distincts
de la décomposition de d. Alors il existe deux constantes A et B (qui dépendent de d)
telles que, quels que soient u,v > 1, on ait

Asup(u, )@ < Py(u,v) < Bsup(u,v)*?.
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Preuve. La preuve est aisée : on utilise la multiplicativité de la complexité donnée
dans le lemme 5.5 et le théoreme 5.17 ci-dessus.

Remarque 5.19

- Le théoreme 5.18 ci-dessus non seulement montre une différence qualitative
entre le cas ou d est une puissance d’un nombre premier et le cas, disons,
d = 6, mais il fournit aussi une sorte de mesure quantitative indiquant que
la “complication” du triangle de Pascal modulo d croit avec le nombre de
diviseurs premiers (distincts) de d.

- Nous avons établi le théoreme 5.18 ci-dessus en utilisant (via le théoreme 5.17)
la propriété que la suite double des binomiaux modulo une puissance d’un
nombre premier est automatique [4]. Mais & son tour ce théoréme 5.18 implique
que la suite des binomiauxr modulo d n’est k-automatique pour aucun k > 2
quand d n’est pas une puissance d’un nombre premier, puisque la complexité
croit alors trop vite et ne satisfait pas la majoration quadratique donnée dans
[15]. Nous obtenons ainsi une nouvelle preuve de ce résultat déja démontré
dans [4].

- Peut-on obtenir I’ordre de grandeur de la complexité dans le cas d'un automate
cellulaire linéaire quelconque ? Le premier cas que I’on peut considérer est celui
de lautomate cellulaire donné par 7(X)(1 + X)*, c’est-a-dire le triangle de
Pascal avec une condition initiale 7(X') non nécessairement égale a 1. Ecrivons
r(X)=ro+mX+---+nrX" avec r; différent de zéro modulo d. Considérons
I'application de I’ensemble P (v+-t) des facteurs (en ligne) de longueur v+t du
triangle de Pascal avec condition initiale 1 dans ’ensemble P (v) des facteurs
(en ligne) de longueur v du triangle de Pascal avec condition initiale r(X), qui a
un bloc B = by - - - b,y associe le bloc B = b} --- b, ou b, = rib; + - - - + by
On vérifie que cette application est surjective et que chaque bloc admet au
plus d' antécédents, si d désigne D'entier selon lequel on réduit. Ceci donne
une estimation du cardinal de P (v), d’ou 'on déduit que la complexité du
triangle de Pascal avec la condition initiale r(X) admet le méme ordre de
croissance que la complexité du triangle de Pascal avec condition initiale 1,
c’est-a-dire

JA >0, 4B >0, Yu,v > 1, Asup(u’fu)%(d) < P(u,v) < Bsup(u,v)Qw(d).

Pour un automate cellulaire linéaire général, en utilisant 1’automaticité dans
le cas ou 'on réduit modulo une puissance d’un nombre premier [4], puis la
majoration quadratique dans ce cas [15] et enfin la partie facile du lemme 5.5,
(c’est-a-dire la majoration

Pd1d2 (U7U> < Pd1 (U,’U)Pd2 (U,’U), vu,’U >1

pour d; et dy premiers entre eux), on prouve facilement :
la complexité de la suite double engendrée par un automate cellulaire linéaire
modulo d vérifie

P(u,v) < C sup(u,v)*@.

Nous n’avons pas encore pu obtenir de minoration.
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6 Triangle de Pascal et musique

On peut penser naivement que la musique se trouve entre le désordre (qui
présente une grande complexité) et un ordre ennuyeux (avec une faible complexité).
Pour développer cette idée, le compositeur Tom Johnson a proposé une illustration
musicale du triangle de Pascal réduit respectivement modulo 7 et modulo 8. Cette
expérience a donné lieu a une émission radiophonique, (France Culture, Atelier de
Création Radiophonique, Le triangle de Pascal, par Tom Johnson et René Farabet,
avec le premier auteur et Bernadette Le Saché, le 12 février 1995).
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