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Sei G die Menge der positiven fiir x > 0 erklarten, reellwertigen, stetigen Funk-
tionen f mit f(0) = 1. Zwei Funktionen f,g € G heilen vergleichbar, falls
f < g ldh f(x) = o(g(z)) fir x — oo] oder g < f oder f ~ g [d. h.
f(x)/g(x) konvergiert fiir z — oo gegen einen positiven Grenzwert| gilt. Eine
Menge § C G wird eine Funktionskala genannt, falls 1. je zwei Funktionen
f,g € S vergleichbar sind, 2. die Funktionen k(x) = 1 und i(x) = sup(l, z)
zu S gehéren und 3. aus f,g € S fiir reelles «, 3 stets f@g% € S folgt. Ein
ahnlicher, aber speziellerer Begriff ist von G.H.Hardy, Orders of Infinity (Cam-
bridge 1910) untersucht worden, der an Untersuchungen von du Bois- Reymond
aus dem vorigen Jahrhundert anschlof.
Die Verff. beweisen eine Reihe von Existenzsatzen iiber Funktionenskalen mit
einzelnen zusatzlichen Eigenschaften. Eine Hauptrolle spielt dabei die Maxi-
malitat solcher Funktionenskalen, d.h. die Eigenschaft, dafl es zu jeder Funk-
tion f € G, die mit allen g € S vergleichbar ist, wenigstens ein gy € & mit
f ~ go gibt. So wird z. B. unter Annahme der Kontinuumhypothese bewiesen
(Satz 5), dafl es eine Funktionenskala gibt, die maximal irreduzibel [d.h. aus
frg €S8, f ~ g, folgt f = ¢g], dicht (d.h. a) zu jedem g € G gibt es ein
f €S mit g < fund b) zu jedem g € G mit k < g gibt es ein f € S mit
k < f < g) und monoton [d.h. jeder Quotient f(x)/g(z) mit f,g € S ist fir
hinreichend grofie x monoton]| ist. Anderseits wird auch die Existenz einer max-
imalen, irreduziblen, monotonen Funktionenskala bewiesen, die weder a) noch
b) erfiillt, also nicht dicht ist. Besonders eingehend werden Funktionenskalen S
mit abzéhlbarer "Basis” (d. h. jede Funktion f € S ist als endliches Produkt
von reellen Potenzen von Basiselementen darstellbar) behandelt (Abschnitt 4).
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