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Sei F eine Menge der Méchtigkeit kardE = m; jedem x € E werde eine nicht-
leere Teilmenge f(z) von E zugeordnet. Zwei verschiedeneElemente x,y aus
E heiflen unabhéngig, wenn = ¢ f(y) und y ¢ f(x). Eine Teilmenge von F
heifit frei, wenn sie aus einem einzigen Element besteht oder wenn je zwei ver-
schiedene ihrer Elemente unabhingig sind. Abkiirzungen: Y = Uzer f(@),
I1r= U,.,(f(@)Nf(y), woz,y € F,z #y (F C E). Eine Menge F' C E wird

die Eigenschaft T'(q, p) zugeschrieben, wenn kard 3" p = q und kard [ r < p
ist (fir ¢ < m, p <m). — F heiBit abgeschlossen, wenn f(z) C F fiir z € F
gilt. — Es soll stets kard Z/ g = m vorausgesetzt werden. — Man wird,
um Fragestellungen von Interesse zu erhalten, den f(z) gewisse Bedingungen
auferlegen, etwa eine der folgenden:

(A) Es gibt ein n < m, so daf kard f(x) < n fiir alle x € F ist.

(B) Es gibt ein n < m, so dafl man kard(f(x) N f(y)) < n fiir z #y, x,y € E
hat.

(C) Fiir alle verschiedenen Paare x,y aus E gilt f(x) ¢ f(y) und f(y) & f(x).
(D) Fiir jedes x € E hat die Menge aller y € E'mit f(z)N f(y) # 0 eine kleinere
Machtigkeit als m.

Fragen: Impliziert eine der genannten Bedingungen die Existenz einer Menge
F C F mit der Eigenschaft T'(q,p) oder die Existenz von freien Mengen
gewisser Méchtigkeiten? Hinsichtlich der Bedingung (A) sind diese Probleme in
fritheren Abhandlungen behandelt worden; die gegenwartige ist unter anderem
der Beriicksichtigung der Bedingungen (B), (C) und (D) gewidmet.

Weitere Frage: Existiert auf Grund von (B) und der Voraussetzung kard f(x) <
m fiir alle x € F stets eine freie Teilmenge von E mit der Machtigkeit m?
Ohne die allgemeine Kontinuumhypothese (=a.K.H.) wird allgemein fiir m >
Ny nur die Existenz einer freien Teilmenge der Méachtigkeit Ny bewiesen. Ein
weitergehendes Teilresultat wird mit den Satzen 6 und 7 gegeben: Es existiert
eine freie Teilmenge der Machtigkeit m jedenfalls in folgenden Fallen: 1. m = N,
und n < Np; 2. m = Ny41, v = N, und n < t*; 3. m singular. In den Fallen
2. und 3. wird jedoch zum Beweis die a.K.H. beniitzt. Dabei bedeutet t*
(bei beliebigen t) die kleinste Kardinalzahl, fiir welche ¢ als Summe von t*
Kardinalzahlen dargestellt werden kann, die kleiner als v sind; t(# 0) heift
singular bzw. regular, wenn t* < bzw. = v ist.

Schliefllich werden die beiden folgenden Fragen beantwortet: a) Impliziert die
Bedingung (A) die Existenz einer echten abgeschlossenen Teilmenge von F
mit der Méachtigkeit m? b) Impliziert (A) die Existenz zweier fast disjunkter
abgeschlossener Teilmengen von F mit der Machtigkeit m? [F} und F5 heiflen
fast disjunkt, wenn kard(F; N Fy) < min(kardFy, kard F5) ist].

Die Antwort auf a) lautet bejahend, wenn es ein reguléres v mit 8y < nlem gibt,
und verneinend, wenn m > N ist, einen singularen unmittelbaren Vorganger
hat und n als dieser Vorganger gewahlt wird. Unter der letzten Bedingung
ist auch b) zu verneinen, wahrend unter der ersten auch b) bejaht werden
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kann; zum Beweis der letzteren Aussage wird jedoch die a.K.H. bentitzt, wenn
m(# Ny1) die Summe von n Kardinalzahlen ist, die < m sind (Sétze 17-20).
W.Neumer
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